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群 论 是 研究 系统 对 称 性 质 的 十 分 有 区 的 数学 工具 . 随 洪 人 类 对 客观 世界 的 认 
识 隶 步 深 入 到 微观 领域 , 对称 性 在 现代 物理 理论 中 的 应 用 越 来 越 广泛， 群 论 方法 
也 逐渐 深入 到 物理 学 各 个 领域 , 因而 近年 来 群 论 课 已 成 力 物 理 专业 研究 生 必 修 的 
基础 课程 . 

群 论 本 身 是 --- 门 抽象 的 代数 理论 ,有 它 自身 的 特点 和 规律 性 . 但 作为 一 个 物 
理工 作者 , 更 关心 的 是 如 何 把 群 论 方法 灵活 地 运用 到 实际 的 物理 问题 中 去 . 作者 
从 1962 年 开始 长 期 担任 物理 系 本 科 生 或 研究 生 的 群 论 教学 工作 ,同时 作为 理论 
物理 的 科研 工作 者 , 在 科研 工作 中 ， 从 物理 学 不 同 角 度 应 用 群 论 方法 来 研究 和 处 
理 问 题 . 总 结 自己 的 教学 经 验 和 科研 心得 ,也 从 已 有 的 群 论 专著 和 教材 中 吸取 和 营 
Jt. 逐渐 形成 了 比较 送 合 物理 专业 学 牛 学 习 的 群 论 教学 体系 ,于 1998 年 由 科学 出 
版 社 出 版 了 《物理 学 中 的 群 沦 》( 下 称 文 献 [1]) 一 书 , 书 中 并 附 有 适量 的 习题 , 供 
物理 专业 研究 生 教学 使 用 . 此 书 出 版 四 年 多 来 , 承蒙 广大 读者 的 支持 , 已 再 印 了 
Bk. 现 已 有 不 少 高 等 院 校 和 科研 机 榴 采 用 此 书 作为 物理 专业 研究 生 的 群 论 傈 教 
材 或 主要 参考 书 . 

在 这 纪年 教材 的 使 用 过 程 中 , 作者 收 到 了 不 少 教师 和 同学 的 来 信 来 电 , Er T 
表达 对 作者 的 鼓励 外 , 也 提出 了 一 些 中 肯 的 意见 . 意见 归纳 起 来 有 三 方面 . 一 是 
感到 书 中 有 的 习题 比较 难 做 , 或 者 不 容易 找到 简洁 明了 的 计算 方法 , 希望 能 看 到 
供 参 考 的 习题 解法 . 二 是 教材 的 篇 幅 较 大 ,不 能 适应 不 同情 况 的 教学 需要 ,由 于 
课时 的 限制 ,希望 有 一 本 简写 本 , 能 对 物理 学 中 所 用 群 论 方法 有 提纲 式 的 介绍 . 
三 是 结合 物理 科研 和 教学 各 种 情况 的 需要 , 希望 能 提供 一 些 供 查阅 的 常用 资料 和 
表格 ,以 及 反映 近年 在 物理 学 中 所 应 用 的 群 论 方法 的 新 发 展 . 由 此 萌发 出 与 一 本 
供 物理 专业 用 的 群 论 习题 精 解 的 想法 . 在 科学 出 版 社 和 各 位 朋友 的 辫 励 和 支持 
F, 促成 了 本 习题 精 解 的 出 版 ， 当 然 要 想 通 过 一 本 习题 精 解 完全 克服 这 些 缺 点 征 
不 现实 的 , 也 超出 了 作者 的 能 力 所 及 . 作者 只 是 希望 通过 本 习题 精 解 , 在 作者 比 
较 熟悉 的 领域 内 , 尽 其 所 能 ,努力 在 下 面 几 方 面 作 一 些 弥 补 和 和 故 进 . 

首先 ,习题 精 解 涵盖 了 文献 [1] 的 全 部 习题 ， 尽 可 能 采用 简单 的 方法 解答 这 
些 习题 ， 存 选用 文献 [1 作为 群 论 教材 时 , 希望 习题 精 解 会 对 教学 工作 有 所 帮助 
为 便于 读者 寻找 , 本 习题 精 解 对 新 增加 的 习题 用 星 导 如 以 区 分 . 在 文献 [1 中 也 
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含 的 习题 , ERE ERICH IAEA ҚАНДАҚ, МОЕ ИП) НО НИ. — RESO E 
论 定理 或 方法 , 让 读者 知道 可 能 会 有 好 处 , Hp Tomb Wi PR. ЖҮЛ BIS 3 DE 
示 可 能 更 合适 . 这 类 题 有 的 比较 简单 , 有 的 包含 - -些小 技巧 , 了 地 有 名 通过 适当 的 
提示 是 可 以 证 明 或 计算 出 来 的 . 作者 原意 并 不 要 求 读者 帮会 计算 或 证 朋 这 些 汶 
E. 只 是 知道 这 些 结 论 就 行 后 来 知道 有 些 题 合 部 分 该 者 花费 了 过 多 的 精 叮 . P 
在 把 它们 一 -… 解 出 来 , 供 读 者 参考 .二 是 数学 上 一 些 重要 结论 , 它们 并 不 是 群 论 
本 身 的 内 容 , 项 让 教材 中 花 大 晨 篇 幅 讨 沦 似 平 不 很 合适 ， 于 是 就 放 在 习 蚌 中 上告 诈 
读者 ,其 中 最 典型 的 是 把 矩阵 化 为 若 尔 当 标准 型 { 第 - : 章 第 15 题 , 以 本 习题 精 解 
编导 为 准 , RID. 此 结论 在 数学 上 [ 昌 有 严格 证 明 . 但 涉及 名 词 概 念 太 多 ， 容易 分 
散 读 者 学 习 群 论 知 识 的 精力 . 文献 - 1] 用 习题 形式 向 读 考 告知 这 针 论 ,本 习题 精 
解 用 物理 工作 者 习惯 的 语言 作 了 证 明 . 但 作者 并 不 鼓励 读者 花 很 大 精力 去 学 公 蕊 
ІП, ЖАН ЫЛА ЕНЕ ЕЖЕЛ. | 

其 次 , 本 习题 精 解 在 各 节 习 题 前 面 , FE T HUI ВА P Rea IE, A 
的 加 以 简单 证 明 , 有 的 只 是 列 出 结论 ， 努力 去 包括 物理 学 中 常用 群 论 方法 的 基本 
方面 . 这 些 注解 -方面 为 读者 做 习题 提供 方 鲁 ， 乃 - -方面 也 希望 为 课时 较 少 的 群 
论 课 程 教学 提供 一 个 提纲 . 后 一 且 的 能 否 达 到 , 作者 没有 把 握 ， (Бр Ж ИЕ in) Ж НУ, 
部 ,希望 通过 实战 来 如 以 验证 或 今后 改进 . 

第 三 , 本 习题 精 解 比 原 教 材 (文献 [11) 增 加 了 一 些 内 容 . 近年 来 的 教学 使 作 
者 体会 到 分 导 表 示 和 诱导 表示 的 概念 在 处 理 某 些 阁 题 时 相当 有 有 效 ,， 因 而 在 本 习题 
精 解 的 第 三 章 专门 设 一 节 作 详细 的 介绍 ， 并 在 第 六 章 和 第 七 章 介绍 了 上 有关 的 应 
用 . 计算 可 约 表 示 的 分 解 和 函数 基 的 重新 组 合 是 群 论 方法 在 物理 学 中 应 用 的 一 个 
重要 方面 , 本 习题 精 解 对 此 问题 给 予 了 较 多 的 关注 ， 在 各 章 都 有 较 大 篇 幅 的 介绍 
和 举例 , 希望 能 引起 读者 足够 的 重视 . 置换 群 是 物理 学 中 常见 的 一 个 月 限 群 , 在 
第 六 章 不 仅 介 绍 了 主要 计算 方法 ， 也 列 出 了 若干 计算 结果 供 查 阅 ， 如 第 6，7,，8， 
31 W. 文献 [1] 第 二 章 和 第 三 章 列 举 了 正二 十 面体 及 其 对 称 群 的 一 些 重要 性 质 ， 
这 些 内 容 本 来 是 供 查 阅 用 的 ， 书 中 对 具体 计算 方法 介绍 不 够 ,本 滞 题 精 解 在 第 四 
章 第 5, 6, 12 ME T ЖАЯ. 有 限 群 群 空间 不 可 约 基 的 计算 , 实际 上 提供 了 ~- 类 投 
影 算 符 ， 可 以 很 快 地 把 波 让 数组 合成 属 不 可 约 表 示 的 函数 基 . 在 文献 [1] 第 三 章 
有 这 介绍 ， 本 习题 精 解除 在 第 三 章 给 出 计算 的 例子 外 ， 还 存 第 六 章 第 22—25 kË 
把 此 方法 应 用 于 甲烷 分 子 对 称 基 的 计算 . 这 方法 已 在 物理 中 找到 实际 应 用 ,上 基体 
可 和 参看 文献 [21 一 23,43,56,581. 非 紧 致 李 群 的 无 穷 维 么 正 表 示 也 是 物理 学 中 妊 
论 方法 的 一 个 应 用 方向 ， 在 文献 11] 把 这 方面 完全 赂 去 了 . 本 习题 精 解 在 第 四 草 
第 од 题 就 一 个 最 简单 的 例子 作 了 认真 的 分 析 ， 其 方法 有 普遍 意义 . 第 八 童 第 二 
节 介 绍 洛 伦 北 群 的 一 些 性 质 ， 了 出 是 对 文献 [1] 的 补充 . 景 子 少 体 系统 转动 自由 度 
的 分 高 是 量子 物理 中 的 一 个 基本 问题 ， 从 量子 力学 创始 之 初 就 得 到 大 师 们 的 关 许 
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( 见 文 献 L126,76,411)， 以 后 不 断 有 新 的 改进 ( 见 文 献 [ 14,60,9,10|), 近年 米 引 入 
『 新 的 方法 [大 文献 [36,37])， 其 引 充 分 运用 了 和 群 论 工具 . 第 九 章 第 二 节 把 这 问 
题 当 作 -- 个 群 论 应 用 的 例 了 作 了 介绍 . 

m THESE X EU IUE: nn pn HS HE T RE И AS п Ж АН FR TE. АНЕ 
习题 精 解 的 编写 也 缺乏 经 验 , BR E HI: НОЈЕ НА ## ЖЕЛИШ Ri 6] TE А А Д 
域 , 引文 肯 定 存 在 挂 -- 漏 万 的 现象 . ТАРЕ АО КОЕ П entra], 本 习题 精 解 只 
能 作为 -种 尝试 , ЖЕНЕШЕ О Ж МЕШ. 作者 对 书 中 可 能 出 现 的 错误 事 苑 
向 读者 致 以 深 深 的 谦 意 , 诚 妨 欢迎 法 者 的 各 种 批 详 和 指正 . 

本 书 编写 过 程 中 有 关 的 科研 工作 得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 。 
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Е, Ж {ХХ grae xen (0.0.0.1) x (а, DA4 EB ELSE TE RR А oo 327 


c. р КЕЯ ЕВ НЕКА е 229 
157. 分 别 计算 D HESS EL ES fü 25 3k E AITE SOCDORERGES БЕЛГЕ E ASIE 
值 , ЖФ р-да BDE] teen 332 
16^. Æ D es ЕДІҢ HR HE B RET fO BL ЛЕВКА, 并 由 此 简化 
"nr —— еее екен жекен еее 225 
17". # D BEBE rS BERE SEO f du аласа КАЕ, 并 由 此 简化 
дн ee eee nee 340 
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а-а Items 
一 、 和 插 阵 的 本 征 值 和 本 征 矢 量 


k m Б ЕКА {КА ШАЯН а 满足 
Ra — àa, (1.1; 


这 是 关于 本 征 天 量 分 量 a, 的 联 立 线性 齐 次 方程 ,方程 有 非 零 解 的 充 要 和 茶 件 是 方 
程 的 系数 行列 式 为 堆 


Ra — À Riz Ri, 
Ru Ra TA ü Ran 
det (R — A 1) = ‚ | (1.2) 
| : 
| Fa Ro tt R am — А 


=(-А)” -(— A)" ИЕК tee det R = 0. 


其 中 trR Е, ШІН АЯ ЛЕНІ, deR 是 年 阵 的 行列 式 .方程 (1.2) 称 为 
年 阵 的 久 期 方程 ， 它 是 关于 A BU m 次 代数 方程 , 包括 重 根 共有 m 个 复 根 . 这 些 
根 就 是 矩阵 的 本 征 值 . 对 于 每 一 个 给 定 的 本 征 值 *, 出 本 征 方程 (1.1), 至 少 可 解 
得 一 个 本 征 矢量 а. 本 征 矢 量 包 含有 一 个 可 乘 的 非 零 常数 因子 

如 果 本 征 值 4 是 n ЕН, 由 本 征 方程 人 1.1) 不 一 定 可 算出 个 线性 无 关 的 本 
ERR. MEER R m 个 行 (或 列 ) 矢 量 中 只 有 / 个 是 线性 无 关 的 , MPRE RE 
R [REOR e. 若 和 矩阵 (R 一 41) 的 秩 为 x, 则 出 久 期 方程 可 找 介 (zm 一 7) 个 线性 无 关 
WREKE. 对 应 同一 本 征 值 的 本 征 矢量 之 任意 续 性 组 合 都 是 对 应 此 本 征 值 的 本 
ген. 零 矢 量 是 任何 矩阵 前 平庸 的 本 征 矢量 , 我 们 只 讨论 非 平庸 的 本 征 矢量 . 

对 于 维 数 较 低 的 矩阵 ， 或 包含 较 多 零 矩 阵 元 素 的 矩阵 ， 本 征 值 和 本 征 矢 量 有 
时 可 以 根据 经 验 猜 出 来 , 或 由 计算 和 猜测 相 结合 得 到 ,只 要 猜 出 的 本 征 导 和 本 征 
天 量 满足 本 征 方程 (1,1)， 它们 就 是 正确 的 结果 . 另 一 方面 , 即使 是 计算 得 的 结 
R 也 应 该 代 人 方程 (1.1) 进 行 答 算 . 
k т ОООО, R' К OERA РАНЕ. Sci EXE 
вена, ІН ІЕШЕНЕЗІЕДӘНЕ. ЖАҒЫН A E E DAT ЕЕ ЖЕЛЕК 


E Б Б Б ББ ББ ББЕБЯЯУӘ:; Beo] BIS iW 


AREE, ЖАНАЗА dir lB yE ЖОЛ E IF B RE. [IRE Гле X fog sk F UOGE XE 
РЕ. 


1. 证 明年 阵 的 本 征 值 之 和 等 于 和 矩阵 迹 , АЕА PAST ВЫ г. 
证 ”对 于 一 个 m ЕК, ARDIE то 次 代数 方程 , 它 的 包括 草根 在 内 
的 m TAMA ,就 是 矩阵 R 的 本 征 值 . 因此 入 期 方程 你 可 以 表 为 


det R -a D = [T =) 
істі 


= (д) + (А) Maec + А = 0. 
І у=! 


上 一 


与 (1.2) 式 比较 , 得 R PEREIS T AMZN, R 矩阵 的 行列 式 等 于 本 征 
从 之 积 . EX. 


2. 计算 泡 利 矩阵 o ec; 的 本 征 值 和 水 钙 天 量 
l| 9-і 
І | і 0] 
解 c AIRE Ach I EF а F F W ТЫ. 如 果 撩 量 的 两 分 量 相等 ， 
则 它 是 ”矩阵 的 本 征 值 为 1 的 本 征 矢量 ， f RAE рЫ H їй, ИГЕ c, 
矩阵 的 本 征 值 为 -1 的 本 征 矢 量 ， 
(1) [1 | l; | 1 | 
É WE i Di] 3 
同 理 可 知 , WERE A mAH ti, 则 它 是 o, XB ЕН БЕЖЕ: 
i! N W у! 
Nh j^^ Lil 
чейн R ЕЕ ЖА ЕН. 有 时 会 以 直 和 或 直 积 形式 包含 着 zi 或 ЕЕ, 
此 时 А ЕЕ ЖЕЛІН КАЕ Ж ВТ n) 以 利用 上 面 结 果 竹 出 来 . 所 谓 和 矩阵 R 以 
有 和 形式 包含 一 个 二 维 子 矩 阵 是 指 在 给 定 的 a 和 上 5 行 ( 列 ), 有 R. = R. = K, = 
R,—0, ЖР c 是 所 有 不 等 于 a о JITFI HEPR. 


d» 


I La Кы 2 BM 
3. 计算 下 面 А ЈАНА üE A E 
п оо tj 


|o 0 1 0] 
R= | 
0100 


1 
1 


i10 0 0 


解 ЖЕ 可 以 看 成 两 个 子 矩 阵 ; WAM, С T-TARBEAETER RU US 
( 列 )， 另 一 合子 矩阵 处 在 第 二 和 第 二 行 ( 列 ). 根据 上 题 的 计算 结果 知 , R 矩阵 有 


丽 个 本 征 值 为 1, 另 两 个 本 征 值 为 -1, 对 应 的 本 征 矢量 分 别 为 


|o (0 1 0] 
N (Cd x 
Ü Ц 0 x 1 | 
1: Е | ， - 1: | Е 
n] B | Ü mu 
J N| ME 
4. 计算 下 而 ЕЕ ЖД ЛЕНД ЖЖ 
001 
"| 
о 1 0 


Нн “这 是 o ЕНЕР, 它 对 矢量 的 作用 是 把 矢量 的 三 个 分 量 顺序 变换 ,变换 三 
ҰННАН ЫЖ, Вр Е-і, МЕК kE ЖН Л 1, o = ехү | — i2n]3 fI о, Ж 
fic PET НЕЕ ЛИН. 下 面 依次 列 出 各 本 征 值 对 应 前 本 征 矢量 : 


1 =" 


e|. 
| 


2 1 
GU ol | 
n 


5, det R Z 0, WEH R'R ARR EE F ПЕ ЖЕ. 


2 


ал! t 


1 
n 


1 


^" d 


ж TR, R'R HI RR EJE PEBE. PZ A Жа ERR 的 本 征 值 和 非 零 的 本 征 天 


量 ， 
(R'R)an = Аа, аға > ©, 


ZZ | 群 论 习 题 精 解 
ШІ 
Ala'al = a (R'R) a = (Ra) (Ra) 50, 


Bla 220. BF де 0, detC R^ R) Z 0, 则 本 征 值 À 不 为 零 , АШКЕРЕ) ЈЕ 
定 的 . ЕР Ж МАШ R, 同样 可 证 Ri 是 正定 的 . 


6. 证明: (1) # RIR=1, 则 RR' =1; 
(0 # R'R-1. lll RR ігі; 
(3) Ф ЕТЕ =1, 则 RR! —1. 
证 三 个 小 古 的 证 法 完全 相同 , 这 里 以 小 题 (1) 为 例 来 证 明 . 
由 于 R'R=1, R' 是 非 奇 的 , HS JE R WWG E, SR'=1, 于 是 有 RR = 
(SRORR' = SCR'ROR'- SR! = 1. 把 第 一 小 题 中 的 RAR RR R^, [Н] ЕР] 
证 明 后 两 个 小 题 ， 


7. 试 讨论 2 x 2 ZEER, 实 正 交 知 阵 和 厄 米 和 矩阵 各 含有 多 少 个 独立 实 和 参数 ， 

并 写 出 它们 的 一 般 表 达 陈 ， 
ж 2 x 2 复 矩 阵 包含 四 个 复 参 数 , 即 八 个 实 参 数 . 42 EER, 两 个 列 矩 阵 的 
ің -条件 给 出 参数 的 两 个 实 条 件 , 列 矩阵 正 交 给 出 一 个 复 条 件 ， 即 丙 个 实 条 件 ， 
共 四 个 实 条 件 , 因此 2 x 2 КЕНИ LT УЗ Ж. АНЕ ЖЕ EE, AJT 
是 实数 , 即 它们 的 虚 部 为 零 , 给 出 两 个 实 条 件 ， — 3EXE ff G 8o GERE, 给 出 
жың, 因此 2 x 2 厄 米 矩阵 也 包含 四 个 独立 实 参 数 ， 

2x 2 实 托 阵 包 含 四 个 实 参 数 . EELKE P, 两 个 列 矩 阵 的 归 一 条 件 给 出 
参数 的 两 个 实 条 件 ,， 列 矩阵 正 交 给 出 一 个 实 条 件 ， 共 三 个 实 条 件 , 因此 2 x 2 实 
下 交 逢 阵 只 包含 一 个 独立 实 参 数 . 

取 任 意 2 x 2 КЕЖЕ u, 行列 式 为 detu = explip! ,提出 因子 explig/21, 


а = alec” r qa) = q'(— bc + ad) = d`, 


b = bla” + ай) = с fbe- ай) == с. 
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一 ”一 AM - аа аа аа аи аа аа a 


因此 ,2x2 Z ЕЈ 


a —b^! 
и = oc" ‚ aa + bb =l, 
A a 
其 中 受 限 制 的 复 参 数 a ЖПБ 包含 二 个 实 参 数 , 加 上 y, 共 四 个 独立 实 参数 ， 
实 正 交 气 阵 也 是 么 正 抢 阵 ,行列 式 可 等 于 = 1. 当 行列 式 为 1 时 ,a 和 4 HOC 
ЖИНА tb 1, HU а = cos0,b 二 sin8. 当 行列 式 为 一 1 时 , 常 把 第 一 行 
矩阵 元 素 改 号 ,得 2x2 SEIE SEORB BEES — OD АА 


| cos? - sinô | — cosÜ sing 
R = , 或 R= | 
[sing созд | sinf cos 
2 x2 0, Ж EEBI—ROE x A 
| a c + id! 
R= | 
te — id 5 


HB a,b,c жа 都 是 独立 实 参 数 . 
—, НИЯ А НИН БЕЛУУ ЖЕ 
k E m 维 空间 УЧ eig e, 后 ,任何 矢量 а 可 按 基 展开 ， 


а = S ea, (1.3) 


。 称 为 矢量 6 关于 基 & 的 分 量 , 把 这 些 分 量 排 成 m FI PURUS ka , 称 为 矢量 
a 关于 基 e. 的 列 和 矩阵 形式 
хойт ез 了 对 算 符 R 保持 不 变 , 则 算 符 R 作用 在 基 e, 上 得 到 基 的 线性 组 


T. 


Re, = Y eD,GQ). (1.4) 


组 合 系数 DD,,(R) 排 列 起 来 得 到 的 m X m НЕПЕР XT AE e, НЕ 


315% 
让” 选择 一 组 新 基 е, ,把 它们 在 原 基 e 中 的 列 矩 阵 形式 ,作为 列 和 矩阵 排列 成 S Е 


BE 


e, = Ne (1.5) 


-----а ғ---- — 


ЖЕРЕ АЛЕТ R 的 矩阵 形式 分 别 为 


а = > ea, Re = лер, (R), (1.6) 
它们 与 美 于 原 基 的 矩阵 形式 间 的 联系 为 
а= 5 а, D(R)= S'!D(R)S. (1.7) 


ОСВЕТЛИ S ER DREE”, ARB EIE DREPER 
РОКУ ОАЕ ЕЕ Е-Е f] SE BAR AR. A E 
换 相 联系 的 矩阵 有 共同 的 本 征 值 - 

把 相似 变换 关系 写成 储备 元 素 形式 : 


SID. (R)S, = 入 SoDo(R)，DOR)S = 2,8,D, CR). 4.8) 
p=l еті pod 


因为 5 ФБ ЕЖЕ ЕЕ ӨН ETE BOE Ep RE R, 而 (1.8) 式 中 的 D. (R) 
是 作为 组 合 系数 出 现 的 ,所 以 (1.8) 式 是 (1.6) 式 在 原来 基 e, 中 的 矩阵 形式 ,这 形 
式 在 以 后 的 计算 中 非常 有 用 ， 

k ME SónpEBUSS—- 30 EDIR EESE AJ А, 的 本 社 矢量 , 则 ОСЕ) 
_ 列 只 有 第 一 个 分 量 等 于 1 ,其 余 分 量 都 为 零 . 如 未 S 矩阵 的 所 有 列 和 矩阵 都 是 
ОСВЕН ЕЕ ЖЕ ЖЕ, (ЕНЕМЕ in e x fioi ЖЕ 
GEARS ЖИН. УАЙ, E kE БЕШ ЖТА ROG ff (E. 

M m HEDCROAEBEOS f ШЖ PEE DOR DB {ТТЕ m ^M ZI m 

дс. D RERA ERER S WR JEEE СР) ЕЈ 
性 元 关 的 本 征 矢量 .这 样 的 5 拭 阵 并 没有 完全 确定 , 它 多 许 右 乘 一 个 与 对 角 化 的 
D RP ЕЛ НЕР X. ЖЖ D( R EPI m ДААН ӘН, Д) X Ж 
НЕЕ, ОИНА ОЕ Ж-Е ЭЖ DGRYBBER 
本 征 值 4 的 重 数 分 别 为 x), D, n = m шха ЕЛЕНЕ, GEL п, 个 任意 
жй, sioe Mo 94 os n FR] 4 НЕ Ж ARCA M ИНЕ ЕНЕ. 
* m ЕЖЕ ЖИЕ НИ m PERE- Жї, LETTRE У 
Z 1E ESAE TELE RE ETB E m # XR БЕ Ctt E JU ЖЕРЕ) РЕ m 个 正 交 归 一 的 
实 本 征 矢量 ,因此 可 通过 实 正 交 相似 变换 对 角 化 .全 m ELETERE CLE A EE 
BEY - ЕНІ 以 通过 实 正 交 相 似 变换 对 角 化 ， 


”第 一 章 线性 代数 复习 оя. 


-— — — —— --- 


8. 找 相 伺 变 换 把 下 列 和 矩阵 对 角 化 : 


(1 -v2 1 
ыб — si B] 
"ULM 
| sind сов , 

1 “2 1 


解 ” 设 题 中 给 出 的 矩阵 为 DU R). 
(1) ЯЕ DiR) 的 久 期 方程 为 

—-A +242 —4448-— (2 — A)(A +4)= 0, 
解 得 本 征 值 为 2,2i n — 21. 2E EIL DCR 2/2 第 阵 是 实 正 交 矩阵 , 它 的 三 个 本 征 天 量 
是 互相 正 交 的 ,由 D(R) 给 和 阵 的 第 二 行 可 以 看 出 , 若 本 征 矢 量 的 第 一 和 和 第 三 分 量 相 
等 ,第 二 分 量 为 零 , 则 在 DD(R) 抢 阵 作用 后 ,第 二 分 量 保 持 为 零 . 再 由 DORER 
第 - -和 第 三 行 知 , 它 正 是 DO BEI A EOS 2 的 本 征 矢 量 , 它 的 转 置 为 (1 ,0， 
1) .根据 正 交 性 ,其 他 两 个 小 征 失 量 的 转 置 取 (1,a ,一 1) 的 形式 ,代入 本 征 方 程 


1 -42 1 1 11 
ñ 0 -./2 I 
1 v2 1277 -1) 


解 得 а= 1/2 .)91— 15189 
(хл 0 0 [| 1 42 1 
x^punx - lo 2 0,4, X-25|-i/2 0 М2). 
(0 0 -2 |21 43 1 
(2) ШЕ D( R ) 的 久 期 方程 为 
А2 — 2(соз@)А +1 = (А - e*D(a- e ”) = 0, 
ІН ЖЕН expl +10) RAFINI, 


| cos — sinf 


1 Е 
КИ 
sinf cosg ; la а! 


解 得 а= +1.!П-— 1% 


48:20. 群 论 习题 精 解 


| l id 
X D(R)X = X = = 
{0 e^ 2l-i i 
9. 找 相似 变换 年 阵 M 使 
0 — cosB sinBsine Ü -1 d 
м" созд 0 —anOcosp M = || 0 dl. 
— sinüÜsung — sin&cosg 0 0 0 0 


м bare DIR) ,相似 变换 后 的 矩阵 为 DR) = M !'D(R)M. 
DC RERE — io; 和 0 RAAN, kk RT 53 F BDE EF X 5, 


а -B 0) 
Х-|В а 0 
0 0 Y 


КЩ. M ЖЕ ЕЕ IS M C! DOR)M—D(G),Bt] MX ШЖ, ЕН X 
中 的 参数 反映 了 相似 变换 M 的 不 完全 确定 性 ， 

H (к) ЕКЕН, DCROXEBEISI K GE fB Ж 0 ЯП, M 上 矩阵 的 第 三 
列 正 是 对 应 零 本 征 值 的 本 征 矢 量 ‚ТРА ЭП] Ш| ДЕГ si ЖАЛЫН 29 + í 的 本 征 天 量 之 线性 
组 合 . 先 计算 D(CR) 的 零 本 征 值 的 本 征 矢 量 . 取 本 征 矢 量 的 第 三 个 分 量 为 cos ,由 
DtRR) 和 矩阵 的 前 两 行 知 ,本 征 矢量 的 前 两 个 分 量 分 别 为 sngcosp 和 sinsing. 3X fH 
当选 择 了 参数 y. 


a, а; зішбсоѕф 


М = |b, b, snÜsmgi, 
„Сү G cos | 
RA 
біз — aj 0 
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сіз 一 一 b cose 十 c, sinOsine, 


b, = a,cosÓ — c,sinÜcosg, 


c; = — a,sinÜsing + b,sinO8cose, 
— a, = — b,cosÜ + c;sinÜsing, 

— b, = acos 一 c4sinÜcoso, 

—c, = — g,sinÜsing + 5,sinÜcosg. 


把 前 三 式 代 人 后 三 式 ,或 后 三 式 代 人 前 二 式 , 得 
alsingcos + b,sinÜsing + cicos? = Ü, 
a,sinÜcose + Бузіпбдѕіп + с2с050 = 0. 


议 阿 个 关系 说 明 M НЕН НЕ ixdé DOR Y E i hos ERTERTIR- 
定 的 ,因为 车 DR)a-2az0,D(R)b 50,8] в DCR) =0, 
о = b'DiR)a = Аа 
现在 为 方便 起 见 , 选 择 c, = 一 sing , 则 由 上 式 可 得 一 组 特 解 :a1 = соғдсовф 和 
b, = coos0sing, 这 相当 对 参数 x 和 8 的 一 种 选择 .再 由 前 面 公式 可 解 得 а, = — sine, 
b, = cos с, =0. 最 后 得 М Ж-Е: 


совбсовр ~ sing зіпбсоѕф 
M = icosÜsing соф — sinÜsinp |. 

一 sind ü сов0 

10. 找 相似 变 换 矩 阵 M 使 

0-і 9 1 0 01 
M'i 0 O|M= (00 | 

0 0 0. 0 0 -1 

0 0 0 | 01 0 
мо 0 ме) 0 ц, 

бі 0 0 1 0 


(d 群 论 习题 精 钙 


Ü Ü і (9 —] 0 
міо 0 0M--h о -1l 
2 
— Ü 0 iO 1 Ü 


м PAE -THBREON IRL ЭС Ж, ЖИД ERRAI КЄК — P ЖЕ 
AE REI МОЕ К Z T ВЕ. А) Y S ДЕЛ W I x se IE Sopa АК ІН u] 
ЗЕЕ, Вр M SH n] Ж 


TAR b = 1, 这 相当 对 相似 变换 的 可 乘 因子 的 一 种 选择 . 代 人 第 二 式 ,为 了 避免 计 
算 мш, атын M-: 移 到 等 式 在 面 去 ,得 


0 a-c) © 


TED 


-| 0 1 
1 
M = — | `! Ü — 1 
/2 
Lo «42 0 
经 过 检验 , 它 确 实 也 满足 第 三 式 ， 
11. iix 
` [ = | 
| 0 | T -43 
R = 5 = >| | 
0-1 T MM 


找 相似 变换 矩阵 X 使 


5-і БЕК Y 


解 МНР B ED E Ж, 


[1 


Je >x R = | 
É 


n 


1 0 0 о | 
О-го o | 
X '(R>xR)X= |, 
9 (i ] Ü | 
o 0 0 4 
2 0 0 0 | 
ü 2 D Ü | 
X (Sx S)X = 5 | 
00-1 -,3 
0 0 43 - 1 
0 0 60 (1 /3 
| г 
-| 9 Q0; 11-3 | 
p 3x5 = | 
Ü -1 0 |j -43 - 3 
0 0 1 ОИТ 


Rx R ПЕНЯ, 容易 看 出 , 它 的 本 征 值 为 1 和 一 上 的 本 征 和 失 量 分 别 为 


а) 


| 
|o 


因此 X ЖЕНЕШЕ Жл, 


к1:! 1. 
0 
p | 
la Ü a 
o c Ü 
lod 0 


l 0 5 


0 
在 代入 第 二 式 前 , 先 把 六“ 第 阵 移 到 等 式 的 右面 ,得 


~ ]2 >» 


mM |. Bie be 
j a + Зр 43Cec +4) a +3Ь “забен | 

р 177369 = Б) c — За -43(a' — +) c/— 3d' x 

1| (a - b) —-3ctd | -J3(a/ – Ф) 3c + d' 
l 3a cb —43(c + d) За + b° ЕТЕРІ 


0 2d Уз — d 
2b 0 -— b 3b", 


ШН4-%ӛ,с--айЯс-4--а-». h FIERA Жә ЕТЕ, B] po 
a 二 c=c =. 10,18 


12. 找 使 下 而 三 矩阵 同时 对 基 化 的 公共 相似 变换 抱 阵 X, 


000100 000100 0 00 11 1 
00001 00 000001 000 11 Il 
0 0 0 0 0 1 io 0 0 0 ШЕ loo 0 11 1F⁄, 
= 0000| 10000 u! 111000 
0 10000 0 0 1 0 0 0, 110 0 O 
x x x | 
о 0 1 0 O O) 010 0 0 0. ш 1) 0 0 0 


Ж ДЯ ы ӘМЕТ ТЗГН RS БІЗ, 17] 38 e — Т а, TR PERS 
言 和 .第 一 个 矩阵 中 , 子 和 矩阵 涉及 的 行列 是 (1,4),(2,5) 和 (3.6) ,而 对 第 二 个 年 让 


第 -- 章 “线性 代数 复习 PE 


则 为 (1,4),(2,6) 和 (3,5). 国 进 , 两 矩阵 各 有 三 个 本 征 值 为 1, 三 个 本 征 值 为 一 1 
МАН ЕЕ ЕНІ ЖА у 91] 26) 


а! Га | d Га 
|o] ode 
с C | f u 
al, E 41. "4 
bj |-# f gf 
| p - Я i 
1 — 1 П — İ 


第 三 个 矩阵 的 本 征 方程 为 


(000111 [^| Kasa p) 
0 0 0 1 1 ја [stitu q 
B 0 0 L 1 (| ғ _ strttu а" 
111400 01% b+qg+r 5 
11 100 011 p*qtr t 
10101 ко oll. ptqtrl lu 


除了 本 征 值 为 零 的 情况 外 ,前 三 个 分 量 必须 相等 ,后 三 个 分 量 也 必须 相等 ,因此 本 
征 值 是 + 上 3. 相 应 的 本 征 天 量 契 

| 11 

| 


1 


— 3: 


E 

L 
esl I 
6111 /6 


a 
1 


| 
| 
al 
a 
x 
x ELT BU Je BU PET TEE ЛЕ, АЛЫНУ 1 ЖІ-1. 在 余下 的 子 空间 中 ,第 


* 1Д > 


_ нем 题 精 解 


ЕТЕ АЛЫН МАЕ, , 和 而 前 两 个 第 阵 指 本 征 值 分 别 是 =1. 适 当 排 列 后 ,得 相似 
变换 知 隆 为 


2 42. -1 Уз -/3 -| 
| /2 42 -1 -43 43 -1 
2v3 Суз 2 0 0 -2 


НЕ, = НЕЕ АРЕ: SUAE TO F : 
diagļl, = l,1.1, — 1, - di, 
diagil, = 1,1. — 1,1, = li, 


diagi3, — 3,0.0,0.0:. 


13. B m 11m ТІН ЛЕН ЖЯ РЕЈ МЕЛ. 

解 儿 正 枯 阵 和 下 米 矩 阵 都 可 以 通过 系 正 的 相似 变换 对 角 化 ,对 和 化 后 ， ЖЕНЕ 
对 骨 元 的 模 为 1, TR ЖЕ [E ADT f TAKA. КЫШ, BE 4 IE X Ее НІШ £5 23 Z 
下 的 相似 变换 对 和 化 后 ХІ ТІНЕ + 上 1. 适 当 排列 后 记 作 Г, EXT fü yE EE ,前 
n 3835 0, m — n AAH. [К JI BE Z E. X. Ja 2K Е — W n] RU 
及 [其 中 加 矩阵 是 行列 式 为 1 BJ Z ERR. 


14. 证 明 若 R 和 及 + 乘积 可 以 对 易 , 则 R FERT 可 通过 共同 的 么 正 相似 变换 对 角 
化 .进一步 再 证 明知 阵 R 能 通过 之 正 相 似 变 换 对 角 化 的 充 达 条 件 是 RR ЖІК 
乘积 可 以 对 易 . 

证 ”本题 第 .- 部 分 的 证 明 ,与 证 明 么 正 或 下 米 矩 阵 能 通过 各 下 的 相似 变换 对 角 化 

OFEREME R 矩阵 的 任 一 本 征 值 M， 和 相应 归 一 化 的 本 征 矢量 5\1, SiP 

урав AIRE, Е EREET ИНЕ ENHE ЖНЖ EER 

ol 经 过 SM 相似 变换 ,(S'") р SD mc S) КАЕ Е РЕ, 

Н.{Л 8.395. AA 


第 一 章 CHOROS 


E 0 
(SU) RS" — | » | — (5 y" RS" |7 | 
x : R” | 


r | 


PARE ЕРДЕ ҮК ГЕНО 36 4523259 SB - 15 58 — 9B Ek: yu Ж ЛУКАН 


т 
T _ 2 “а 3 
ГА I ТА Рв nnl. 
n — 2 


可 见 所 有 r, STR. ӘКЕГЕ РОВУ) 对 易 , 可 以 重复 前 面 的 步 
又 ,通过 一 系列 的 么 正 相似 变换 把 ROBERT 同时 对 角 化 . 

反之 .车 R 可 以 通过 各 正 相 似 变 换 S 对 角 化 , 则 R' 也 可 以 通过 S rH em 
对 角 化 , 因 对 角 失 阵 互 相对 易 ,得 出 对 角 化 前 的 矩阵 R ЖЕ 也 可 对 易 . 证 完 . 


15. 证 明 任 何 矩 阵 都 可 通过 相似 变换 化 为 坷 尔 当 Lordan) 标 准 型 的 让利, 阁 尔 当 
标准 型 是 


|А: Шош — b 
К, = 30 或 1， маъ = Р 
0, yh. 


证 ”我们 已 经 知道 ,对 入 期 方程 解 得 的 每 -个 本 征 值 ,至少 可 以 找到 一 个 小 征 天 量 
与 它 相 对 应 ,但 当 有 重 本 征 值 出 现时 ,不 一 定 能 找到 与 重 数 相同 个 数 的 线性 无 大 的 
本 征 矢量 . 若 КОЕ ЛЕ m 个 线性 无 关 的 本 征 尔 基 , 把 它们 作为 列 矩阵 排列 起 
来 ,就 得 到 能 把 R ЖАД ИК R EP ВЕ. 现在 我 们 需要 研究 的 是 当 久 期 方 
ЕНЕ, 允 拷 不 到 与 重 数 相同 个 数 的 线性 无 关 的 本 征 矢量 的 情况 . 下 面 分 三 步 
来 证 明 .第 一 步 证 明 ‚БЇ К exe sp ouo E 2 fa e Pe Ae e f 
joa GE m H RIBA: AE CHE E — e , 99—27 HBD ,可 进一步 通过 相似 变换 ， 
把 R 矩阵 化 为 方块 年 阵 ,其 中 每 一 个 子 算 阵 玫 只 与 -- 个 确定 的 本 征 值 相 联 系 . 换 
=> 如 果 一 个 非 对 和 角 元 , 它 所 在 的 行 和 列 的 对 第 元 (本 征 值 ) 不 相同 , 则 可 通过 林 
似 变换 把 它 化 为 零 .第 三 步 证 明 ,每 - -个 与 确定 本 征 值 相 联 系 的 子 矩 阵 可 通过 相似 
变换 化 为 若 尔 当 慰 淮 型 . 因此 任何 矩阵 都 可 通过 相似 变换 化 成 若干 个 阁 尔 当 型 忠 
PEB) B Ж. 

第 -. 步 ,用 数学 归纳 法 来 证 明 . 对 _ 维 矩阵 ,此 性 质 显然 满足 .现在 假设 此 性 原 
对 任意 num 一 工 维 矩 阵 部 上 成立, 要 证 此 性 硕 对 m ЖБЕК 也 成 立 . 设 ROBPEB 
4 个 不 同 的 本 征 值 六 , 重 数 分 别 为 n,» 


i 
k — 
H, — m. 


对 本 征 值 4,, 找 一 个 本 征 矢 量 S. ,以 SUB — AR REEL (EE m 个 线性 无 关 的 
矢量 ,构成 一 组 完备 的 矢量 基 , 把 它们 作为 列 矩 阵 排 娩 起 来 构成 m ЕНЕ S, M S 
矩阵 是 非 奇 的 .经 过 S AHD КЕК = S 'RS, 它 的 第 一 列 中 ,第 一 个 
TEE Ал, Ни, аі 及 "证 阵 的 第 一 行 和 第 一 列 后 ,就 得 到 R' 和 矩阵 的 一 
^^ Gn — ӘН A. A ЖШ A HH Dy ЖЛ Ej R 矩阵 的 久 期 方程 解 相 比较 ,只 是 
根 А, 的 重 数 减少 1. 作为 一 个 (mm - 1) 维护 阵 A , 按 假 设 , 它 可 通过 (za 一 1) 维 的 相 
亿 变 撞 X5 L-fmBEA = X !AX ,和 托 阵 的 对 角 元 依次 是 (aa 一 了 个 А, п, 
个 4,, 直 至 n, ТАЖ т 维 矩 阵 工 是 数 1 和 X 和 矩阵 的 直 和 , 数 1 处 于 第 一 行 第 
ЭП КЕЗЕ {ЕТ НО, R = TU RTL) 民 " 年 阵 的 第 一 列 只 有 对 角 元 是 
1 ,其 余年 阵 元 素 为 零 , 第 一 行 其 他 矩阵 元 素 可 能 发 生 了 变化 ,后 { 症 一 1) 行 列 的 于 
矩阵 A 则 变 成 了 A 因此, 及" 和气 阵 是 上 三 角 和 矩阵 ,对 角 线 下 方 的 抢 阵 元 素 全 为 零 ， 
对 角 元 顺序 为 2, 个 ai n. 4 A, 等 .证 完 第 一 步 . 

为 了 叙述 方便 ,把 相似 变 摘 后 的 抵 阵 仍 记 作 RR, 行 和 列 都 用 两 个 指标 (ja ›й 
10,1=<3=<4,1&<а<я,: 


(0, Mp > Ë 

Ü, q = ра > b 
Iu à,» щ j= b #la = b 

Ко, 其 他 . 


第 二 步 ,对 ;< 上 ,要 找 相似 变换 X ,把 所 有 R. , МЕЛ. АА s? 5p ЕСЕН 
对 角 元 都 为 1 , 非 对 角 元 中 只 有 SH, = ,其 余 都 为 零 . 它 的 道 矩阵 只 是 把 w BON 
о Е TA .经 过 此 相似 变换 ,R' = T) RS” , R 矩阵 中 只 有 如 于 矩阵 元 素 
发 生变 化 ,其 余 保 持 不 变 : 


E , р — — 
R LEE — in, kh + R SU + Tu Р m Raw t «СА, ài). 


gu. Rut ра, Eb 
” (oh ) __ _ | ‚, * E ^ 
К а. 一 Rau + Таль m Rav ык 3 = Р = Ë ‚б < б ! 
f - ар? __ | E . 4 
R ra Ab = Ru + R. S u “ К + ai y, Eb * 当 J = J (G < а, 


_ TE.» 
A A 


1 


£u 


得 R'a ,70. WEH у —1,& 2,5 —1 Fla n, 开始 , 按 a 减少 的 次 序 , 分 别 选择 
S? EE o ENE К, ,化 为 零 .然后 随 占 增加 ,对 每 一 列 25 fa 减少 的 次 序 ， 
分 别 选 择 SU? 及 其 ww, 逐个 把 所 有 的 Ro TEASE. 用 此 方法 ,固定 7=1, 让 大 逐 
渐 增 加 ,使 所 有 Ra 0, ЛЕ у 逐渐 增加 ,使 所 有 R. 0. ЗЕЯ 32. 

这 样 , 通 过 一 系列 的 相似 变换 ,把 R 矩阵 化 为 方块 矩阵 ,每 一 个 于 惩 阵 又 痢 是 
ІР, Вр 


0 LEE. 

0 Чу; = bab 
Raas = 

À, NM p = k Жа = b 

Raub s M; = Ë Жа < b. 


4s —1ib BEER R ЕЕ CLERI Gg y yB ЕЕ, R At B рО Ak fiti [a| Eši B| EA 8 Tr A 30 
ЕИ Е R А БАЕ ИЛИИ. ВЕН m ЕЕЕ, АЯН ЖН п 个 
нін А. X EEXBRECR 一 A1) 的 秩 是 (wn — t) BER n 个 行 矩阵 中 ,线性 无 关 的 
只 有 (nn 一?) 个 ,因而 R ERTE: 个 线性 无 关 的 本 征 矢量 ,把 这 上 个 线性 无 关 的 
本 征 矢量 必 为 前 : 个 列 矩 阵 , 补 上 线性 无 关 的 ta- УАН ЕНЖАР КИЕР 
X 经 此 相似 变换 X , R 矩阵 的 前 上 列 , 只 有 对 角 元 为 ,其余 分 量 都 为 零 . 再 按 第 
一 步 证 过 的 结论 ,对 右 下 骨 的 (n 一 ӘНІНЕН РА ЕРЕ, 
WR ARRAILA БЕРЕ, E КИРПИ z 列 只 有 对 角 元 不 为 零 ,等 于 .因此 , 问 
题 就 简化 为 ,用 相似 变换 把 如 下 n ERE R ЕЕН ЖОК SEREN ЕК НЕЙ: 


А "| 

0 sj 

其 中 A 是 :xt 常数 矩阵 ,A = 41, 行 列 指标 用 前 儿 个 小 写 拉 丁字 母 标记 ,a 71,2, 
£8 (п) х (я "ӘУЕС ЕЕ, WANE А, ТАН ЕНІН be $T 


字母 标记 ,7 = (r + Du +2), n. T etx (n — BER fri а 标记 , 列 指 
ың j EIC. R 矩阵 的 行列 指标 肯 a 标记 ,a 二 1,2,…,n. 用 公式 表达 ， 


R = 


285000000000. 群 论 习题 精 解 


一 一 一 


|^ *4 5 = Ё 
A, = AG. T EX, S, “50, j > Ë 


FEF ЖЕНУ НЫ АНМЕН A 矩阵 不 变 , 保 持 S ЖЕРЕН F — fJ rN HIZI И pG A< 
Б BREIE S 和 了 工 年 阵 . 我 们 的 目标 古 要 把 R 矩阵 化 成 一 个 上 三 角 盾 阵 , 其 中 
对 角 元 者 是 4 ,在 对 角 线 上 面 的 矩阵 元 素 ,每 一 行 和 每 一 列 部 最 多 只 有 一 个 元 素 不 
汶 零 ,而 等 于 1. 然后 通过 行列 交换 的 简单 相似 变换 ,就 可 把 R 矩阵 化 成 蔚 尔 当 标 
准 型 . 

ДА X 型 相似 变换 ,其 中 相似 变换 矩阵 XLM ,85) 是 一 个 b 维 单 位 生 阵 .一 个 
Ce- ӘННЕН M 和 一 个 (x 一 +) 维 单位 矩阵 的 家 和 , 它 的 作用 只 是 使 个 害 
阵 的 第 (5 + 1) 行 至 第 : THATE PEEM ЖА, Bu rt erp Hon —-1-ДЕЖ ЕЕЕ 
成 只 有 一 个 分 量 等 于 上 ,其余 分 量 都 为 零 , 而 A RS 矩阵 者 保持 不 变 . 先 看 了 矩阵 
的 第 (+ DOJ, EPERRA SEIR, T R 矩阵 就 有 (t+ 个 线性 无 关 的 
本 征 矢量 . 作 X( M ,中 相似 变换 ,选择 其 中 的 M EE GE ТЕН Се + DET 
作为 只 有 第 一 个 分 量 为 1 ,其 余 分 量 都 为 零 ， 

ард Y 型 相似 变 搞 , 它 的 相似 变换 阜 阵 Y, C5; a1: 5 2 с), ЕЛИН ХА] Ал. 
жа, ЕТЕМ Ж.Ш 8, 47 o. Pl, e 行 a, ЈАНЕ ИЛО w, 
其 余 非 对 角 元 部 为 零 ,其 中 这 些 不 等 于 零 的 非 对 角 元 所 涉及 的 行列 都 瑟 不 相同 . 尼 
B EE BEER RE o BUE о, AAWE. IE Y (r- LOUER, 其 中 a = 
- Tu >к t1, WE Tu EAE, mE ТН РЕ 询 左 面 的 矩阵 元 素 保持 不 变 . 
从 基 的 观点 看 ,原来 的 基 在 R 作用 下 作 如 下 变换 


Ке, = Ағу 56)» Ke, = ABb, + Tue tov. 


Y (++ ШЕШЕ PL 5 k T е ЛТ AE е, = 6€ Ter 正好 把 Re, 中 
5 e 有 有 关 的 项 抵消 提 了 ， 


Re, = К(е, 一 Tue) = Ае, + Tie ton — Ты де, + 6€) 
= Alé 一 Te Toc. 


通过 一 系列 的 Y(t 61. MEB — — Тү, t2 Rn ‚ЫЕ T ОЖ РЕП 
第 一 行 元 素 , 除 Ti =1 外 ,都 化 为 零 .我 们 把 这 简化 第 人 +1 sug EE Æ B9 7T 
法 称 为 第 -- 类 方法 . 


时 可 用 第 一 类 方法 , 作 XCM Т) Е T РЕВО — RB ШЕЛ ARE LB 
工 征 阵 的 第 (+2) 列 化 为 只 有 T uuu = 1, 其 余 元 素 都 为 零 ,再 作 一 系列 YOU! 
2 上) 相似 变换 ,其 中 一 - Г, ЗЕ н, T ^n VERBIS ТҮН 490 ЕТ, 

ЖАНЫ 5.20, А Z 弄 相 似 变 换 , 它 的 相似 变 摸 短 阵 Ze (а) 
кейн, жала, Гг 个 分 量 为 外 ,其 余 分 量 都 是 1. 这 种 相似 变换 使 
ката МІ ЕК ç 倍 ,第 о 行 元 素 缩 小 8 倍 , 但 保持 对 角 元 不 变 . 现在 作 
Z + 2 BUE КР £= ISun ЖЕНІЛ ISO soin He 1. 

Е-Е T 矩阵 的 第 (+2) 列 全 化 为 零 . 沪 列 的 第 — ВРЕВА, 
现在 作 一 系列 了 Yat+ 了 相似 变换 , 取 w= Tuin Озшалшы BILE А 
de T ЖЕЕ МИЕ — 90, fS ас — Up БЕ ФРА ЭЕ, салы АА, А 
来 的 基 e ЖЕРФТЕН F T 


Г 
—- р ` 3 cp 
Ke, .; Ае, : t (е... ' ^ Tuone}. 
t? 


= 


_ 系 列 的 Y Car+ 人 相似 变换 把 上 式 括 导 中 的 矢量 变 成 新 的 基 es ,从 而 消去 
faa) BE SSENMBO DE. TF 3821 Y Gr * 2. kE, Hz 
= — Suo tt3ksn 把 Soa МЕД. 这 系列 相似 变换 的 作用 是 与 前 面 
消去 T, Bem. 我 们 把 此 第 二 种 情况 下 简化 第 (+ + DIERRE 
的 方法 称 为 第 二 类 方法 ,只 是 后 面 应 用 时 要 必 适 当 的 变化 . 

在 上 述 两 询 的 简化 基础 上 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 R 矩阵 可 以 通过 相似 变 措 
化 成 若 尔 当 标 准 型 . 设 经 过 相似 变 换 ,R 矩阵 的 对 角 元 ,梯形 结构 和 A 矩阵 保持 不 
dE R 矩阵 的 第 (+ + DORER + d) 列 ,在 对 角 线 以 上 的 元 素 中 都 只 有 一 个 矩阵 
元 素 等 于 1 ,其 余 都 为 零 ,而 且 每 一 个 等 于 ! 的 非 对 角 矩 阵 元 ,它们 所 在 行 的 其 余 
非 对 角 和 矩阵 元 都 为 零 . 这 种 形式 的 ЕЖ АПА 级 简化 民 托 阵 ,我 们 已 用 相 
似 变换 把 R 矩阵 化 为 1 级 和 2 级 简化 民 蝶 阵 ,现在 要 把 这 方法 推广 ,证 明 可 以 用 
相似 变换 把 a 级 简化 R 矩阵 化 为 (d+ 1) 级 简化 R ЖЕ. 

为 了 用 数学 符号 确切 地 描述 а 级 简化 R 矩阵 ,必须 清楚 地 标记 在 R ЖЕ 
第 (+ DEB (т + 如 ) 列 中 等 于 1 的 那些 非 对 角 邱 阵 元 素 所 在 的 位 置 . 设 在 这 d 
列 中 ,有 g 个 等 于 1 的 非 对 角 和 矩阵 元 素 出 现在 TRF. M 4-6 个 出 现在 S Ж 
MER pgs Яса. Т si pr n, F ЕСЕ ЗІ: 强人 阵 元 所 在 位 置 是 第 6 
ИЕ, 列 ,5=1,2.…… g 和 t+ RIT d, 而 在 S 矩阵 中 ,如 果 存 在 这 样 的 非 
Xt ff sp EE G, BI g 之 d ,它们 所 在 位 置 是 第 Jj. 1338 Е. F£j,s—l,2,;v.d-g.tt* 1 


0:05. жеді. 


_—— 


jSt+d- 1,b Ék, Hl: + 15; Std, MARRE k, ZE, j 28] , А, сары 
不 相同 ,7 < k, ,由 
Ë Ma = b 和 = А, 
|0, Ша- b #lk Z А, 
B Mao g fe <: + d, 
Tasa > g Hlk > t + 2, 
А, Hj-hk, 
0, Mj hk, 
1, j=j, Hh = k, 
S, = 
0, "4; = 4, Mj < £ Z &., 
0, xj Жу < k =S t + d, 
55. ЖЬ, 
ЕВЕ сас, 5155” 和 R=0,R = A, = Mo. 

在 d 级 简化 RR Ep, Ж + d + 由 列 的 非 对 角 矩 阵 元 不 全 等 于 零 , 分 两 种 
情况 来 讨论 .第 一 种 情况 是 在 第 (z+ a + 1) 列 Ж SEE BUE XEfB KR тй ИШ 
ЖҒНЕ T 中 , 则 可 采用 第 一 类 方法 化 简 , 第 二 种 情况 是 子 短 阵 5 的 第 {r + d + 
1) 列 中 也 存在 不 等 于 零 的 非 对 角 和 矩阵 元 , 则 需 采 用 第 二 类 方法 化 简 . 

对 第 一 种 情况 ,可 通过 XIAM,E) 相 似 变换 ,适当 选取 М 5h EE, (R16 T ЖЕНУ 
Bg 行 矩阵 元 素 不 变 , 在 后 面 行 中 ,把 第 (人 十 d + 13 列 矩阵 元 素 化 为 Ташыга! 
=. 其余 都 化 为 零 , 然 后 ,再 通过 一 系列 Y (etd + БУЛ, CUP = 
— Pa ЁТ d +2 А5) ,把 所 有 了 п АЕ (а + 1) 级 简化 R ЖЕЕ. 

对 第 二 种 情况 , 设 S. уа 是 该 列 中 不 等 于 零 的 非 对 角 和 矩阵 元 ,又 设 第 a 5] 
中 等 于 1 的 非 对 角 和 矩阵 元 在 第 o, 41. а; 列 中 等 于 ] 的 非 对 角 矩 阵 元 在 第 a， 
行 , 依 次 类 推 ,直到 o, Ct а, 列 中 没有 不 等 于 零 的 非 对 角 秆 阵 元 , 则 我 们 定义 
S, ре u ,级 指标 为 (el 423. ӨЗ SUO, ). 

设 在 SEER tdt О РАТА ҒҒ ЕКЕМ АН u, 任 取 一 个 级 数 
最 高 的 非 对 角 矩 阵 元 , 记 作 5, +ш+1) RACH u BIRRA laati) ,其 他 不 等 
于 零 的 非 对 角 和 矩阵 元 ,例如 5р нано 级 数 осы, НСВ, Bur E ). ЖЛЕ 
аза * 1 ) 相 似 变 措 , 取 E= (Suran) ‚Ё S, ана) Ж 1. R AB EE TR (: + 
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4 + IBS т МН Жл. ЯЕ TOC к, THE M ЛЫМЫ, 为 节省 符号 ,我 们 
TS BARES iC. 
现在 作 Y.CBy aiii es) 相似 变换 ,其 中 等 于 Se о. ЕНЕНЕ 


角 和 矩阵 元 化 为 堆 . 这 相似 变 换 能 消去 Ss ,3.5 的 原因 可 用 基 变 换 的 概念 来 理解 
为 简化 符号 ,我 们 把 Sp usuen EIE 6. 此 相似 变换 引信 的 新 基 为 


е, = е, + оез ， e. = е, + аер, >» 
e, = e, + ае, 
Eib- e ior |8]. ТЕА АТ 
Ке, ар = Ae + le, + сер) +з, 
Re, = де, %е,. Re, = Ае, ъё, с, 
[Ae +e, . M oda, 
Ë Ae, ; `D = u, 


Кер = де, + ej. Re, = Аер + fg; 


在 相似 变 所 后 


Re a4 — Re, ан — P NT T e, Toc, 


Re^, = А (е, + ses ) +e, + ае, = Ae, te. 
Re’, = Ale, + оер) + e, + оер = Ае, TEn 
Ке, = Ce, u де; ) + Eo = де T + ё Tutl : 


“o= M Bit) е, 项 和 е), 项 不 存在 . 这 样 ,所 有 的 e, ,在 R TERI 
下 的 变换 规律 都 与 原来 的 ee 的 变换 规律 相同 ,只 是 esvi 在 变换 中 消去 了 oe 的 
项 ,e' ,j >t+d+1 的 变换 也 可 能 发 生变 化 (] 列 非 对 角 元 发 生变 化 )- 通过 一 系列 
这 样 的 相似 变换 可 使 s РЕМ (на + 1) 列 只 有 -一 个 不 等 于 零 的 非 对 角 元 ， 
=1. 如 果 此 时 T пре ЗЕ Вело, PR Тако 320. КЕЛЕЙ Ү (a " 


S. каз 1) 


一 一 - — 


_ 2 Н РНС Зан 
a JHAR E H, 其 中 e 等 于 Teo. € u] $8 Tua МЗ. 最 后 必 一 系列 
Y, ағас, MB ES, НЕН = -Sae i td +SS ERA S, :化 为 零 . 


因此 ,通过 这 -一 系列 的 相似 变换 ,把 2 级 简化 RR ERER T Cd +1) 级 简化 R ЕРЕ. 
通过 上 述 一 系列 相似 变换 ,R ERER S ETZAIE, 共 中 对 角 元 都 是 4 , fE 
对 角 线 上 和 面 的 算 阵 元 素 , 每 一 行 和 每 一 列 都 最 多 只 有 一 -个 元 素 椒 为 等 ,而 尘 于 1. 
然后 通过 行列 交换 的 简单 相似 变换 ,就 可 把 R 答 阵 化 成 大 尔 当 标准 型 .证 先 . 
由 于 符号 比较 复 类 ,我 们 举 一 个 典型 而 又 包括 各 种 特征 的 例子 来 具体 说 是 如 
何 通 过 相似 变换 把 а 级 简化 R 矩阵 化 为 (a + 1) 级 简化 R IERE. DE 1 = 6, 
п=15,6=4жа4= 7, 


1000000 0 0 ] 
01000020 D 0 
6000100 0 0 
51700200010 0 0 | 
0 0 0 0 0 0 O Та) Таз! 
0 0000 0 0 Taw Ту) 
a 010000 0 Ü o 
0 À 000090 Sus Sau 
0024 1000 0 0 
0 0 0 А 0 0 0 Son Savas 
s= p 0 0 0 A 0 0 Suao барп», 
lü00000.2 1 0 0 
| 0 0 0 0 0 A Sayas Savus 
9 00 0000 A Susa 
000000 Q0 0 À J 


Hl k, — 7,8,11,12, j, 7 7.9.12, fl е, “9, 10,13. 根据 在 相似 变换 前 S 定 阵 第 14 
列 ( 一 般 情 况 是 第 (+ d + 全 列 ) 元 素 的 值 ,可 分 为 两 种 情况 ,第 一 种 情况 是 5 XB BE 
的 第 14 ЗЕБ e Tc RO ELI Г ЯЕ ЕВУ 14 列 矩 阵 元 素 不 会 都 为 零 ,可 
采用 第 一 类 方法 来 简化 , 作 X(M 4 相似 变换 ,其 中 选择 二 维 M 矩阵 ,保持 T 8: 
陈 前 4 行 不 变 , 把 工 矩 阵 的 第 14 列 化 为 Duos = 1I Tio =0. 再 作 У, (14,15) 
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相似 变换 ,其 中 性 = Tuss tE Ту. = 0.1 ERA 8 RAHE R Xa. 98 — #B TR OL 
是 在 S WERKS + d + DX)rPipd fu d E Le As Bi ep eL E PL i fr 
ТЕЗЕ Л AE. ҖИ АЕ kw EO FB ОНУ А FE b. Su 是 二 级 ,级 
指标 是 (8,2) , Siow 的 级 数 最 高 ,是 四 级 ,级 指标 是 (10,9,7,1), Sasa 是 二 级 ， 
级 指标 是 (1,3), оз 是 三 级 ,级 指标 是 (13,12,4). 作 Z OPARE, 
£—(Supus) 1; 把 Suwon 化 为 1. 第 14 列 的 其 他 非 对 角 元 虽然 发 生 了 变化 ,但 仍 
用 原 符号 标记 . 现 逐 个 作 如 下 变 接 得 到 8 级 简化 R YB EE: 

变换 Ү,(8,10;2,9) , o) = San: ТЕ Sauna EAF, 

ЕЁ ҮҮ „(11,10;3,9), eg 一 Saunas , 把 S auo WRF., 


变换 Y,(13,10;12,9:4,7) 2 一 (азуы) А = S apip tAE, 


^t: d Y (5, 10) H а» == T sua) " 把 Тау EAF, 
Ар Ү (6,10) s e 一 Таш ' 把 T aun (Ж, 


变换 У,(14,15). w = — пуз) ,把 S agas 化 为 零 . 


第 二 章 ” 群 的 基本 概念 
一 、 群 的 定义 和 群 的 同 构 和 同 态 


大群 是 元 素 R 的 集合 , 在 定义 了 元 素 乘积 规则 后 , 要 求 集合 对 元 素 乘积 是 封闭 
的 ,元 素 蒋 积 满足 结合 律 ， 集 合 中 存在 恒 元 E, 满足 ER = R, 集合 中 包含 每 一 元 
E R 的 逆 元 R', ЖЕКЕ. 有 限 群 中 包含 的 元 素数 目 称 为 群 的 阶 . 元 素 的 
乘积 关系 反映 了 群 的 结构 ,是 群 的 最 基本 的 性 质 ， 有 限 群 元 素 的 乘积 关系 由 群 的 
乘法 表 描写 , 由 乘法 表 可 得 到 群 的 全 部 性 质 ， 乘 法 表 中 每 行 或 每 列 元 素 都 不 重 
复 ,此 性 质 称 为 群 的 重 排 定理 . 由 群 的 定义 可 推出 群 元 素 的 重 排 定理 和 下 面 第 1 是 
给 出 的 一 些 基本 性 质 . 

X MERNE, 元 素 间 存在 一 一 对 应 关系 , 且 元 素 的 乘积 仍 满足 同样 的 一 一 对 
应 关系 , 因此 从 群 论 角度 看 , 同 构 群 的 性 质 完全 相 司 . 两 同 态 的 群 ,元素 间 存 在 
-多 对 应 关系 , 元 素 乘积 仍 满足 同样 的 一 多 对 应 关系 . 对 应 前 群 恒 元 的 后 群 元 素 
的 集合 ,构成 后 群 的 不 变 子 群 ， 称 为 同 态 对 应 的 核 , 它 的 商 群 与 前 群 同 构 , AR 
只 描写 了 后 群 的 部 分 性 质 , 即 描写 了 同 态 对 应 核 的 商 群 的 性 质 ,而 同 态 对 应 核 内 
元 素 间 的 差别 没有 被 描写 出 来 


1. 设 玉 是 群 G 的 恒 元 , R 和 S 是 群 G 中 的 任意 元 素 , R“ 和 和 S ARE R M 
SHAT, 斌 由 群 的 定义 证 明 :; (1) RR! - E; (2) RE- Rs (3) Ж TR = 
R, MJ T= F; (4) Ж TR-E, W = R^! 5 (5)(К5) ЛЯ SIR, 

证 ”证 明 的 关键 是 , 群 中 任何 元 素 都 存在 逆 元 . 在 证 明 后 面 的 小 题 时 , 前 面 已 经 

证 明 过 的 结论 可 以 应 用 ， 

(1) 用 两 种 方法 证 明 . 第 一 种 方法 比较 直接 . 由 于 R “是 群 中 一 元 素 , 在 群 中 存 

在 它 的 逆 元 , 记 作 5, SR '= E. ЖШ, 由 群 的 定 艾 得 


RR = ERR" = (SR RR! = S(R1R)R 
= SER = ӨР! = E. 
另 一 方法 是 设 RR = W, ЕЛЕ W ', у 'W=E; 


WW = R(R" R)R! = RER = W, 
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КЕ! = W = EW = (W !W)W = W'!( WW) = WIW = E. 


RE = R(R 'R) = (RR ')R = ER = R. 
(3) 群 中 恒 元 的 惟一 性 : TR = R , ЖШ 

T= ТРК) = (TRIR = RR = E. 
(4) 群 中 任何 元 素 的 逆 元 是 惟一 的 : # TR EEEE, WI 

T = ТВК) = (ТК)К = ER = R^. 
(5) 

(S'R'ORS)-S'(R'R)S- S "ES=5 S = E. 

Щй — EA S 'R ' RS 的 道 元 . 


2. 证 明 以 乘法 作为 "乘积 "的 所 有 正 实数 构成 的 群 和 以 “加 法 "作为 乘积 的 所 有 实 

数 构成 的 群 同 构 ， 
证 设 所 有 正 实 数 R 的 集合 为 日, 元 素 的 “乘积 "定义 为 普通 的 数 的 乘积 , TE, 
集合 对 元 素 的 乘积 是 封闭 的 , 数 的 乘积 满足 结合 律 ， 正 实数 1 是 此 集合 的 得 元 ， 
R 的 倒数 HR 仍 是 正 实数 . TERKEL, 因此 , 集合 HARE, BAERS 
ES 

设 所 有 实数 S 的 集合 为 G， 元 素 的 “乘积 "定义 为 数 的 加 法 ， 于 是 ,集合 对 元 
素 的 “乘积 "是 封闭 的 ， 数 的 加 法 满足 结合 律 , 实数 0 是 此 集合 的 恒 元 ， S UNE 
实数 , 它 是 SRL, 因此 , 集合 G 构成 群 ， 称 为 实数 的 加 法 群 . 

通过 指数 函数 建立 两 群 н тС 的 元 素 间 的 一 一 对 应 关系 , 且 这 种 对 应 关系 
XI TOR EBURREAS DE : 

К = еб, К = е, RR = ее? =e". 


НІН, Н AEG ЕЖ. 
二 、 群 的 各 种 子 集 


k ВЕЕ, 在 原 群 元 素 的 系 积 规则 下 ， 如 果 满 足 群 的 四 个 条 件 , 称 为 原 群 的 
TR. 对 有 限 群 ， 只 要 子 集 对 元 素 乘积 满足 封闭 性 ， 它 就 构成 子 群 ， ARFA 
Ны ЕН — TE SLT RE BE TÓC BREACH G Рид 
称 为 循环 子 群 , 也 称 该 元 素 的 周期 ， 循环 子 群 中 包含 的 元 素数 目 称 为 该 元 杂 的 


O o 群 论 习题 精 角 


— — 
-—  ———s.OS SL—.IY-- ------------- 


Er. АННЫ НИ ТЕТЕ, EEA TRZA. 
k 群 G 中 不 属于 子 群 HH DIOS R, АЗЕ Б ЖИ TEE LSU AE IT. 分 别称 为 
子 群 的 左 陪 集 RH 和 右 陪 集 HR， 陪 集中 不 含 子 群 的 元 素 . 不 辐 左 障 集 (或 不 同 的 
石 陪 集 ) 也 不 包含 共同 的 元 素 ， Жж RMS RIS] -- 左 陪 集 的 充 要 条 件 是 R “SE 
H, 属 同一 石 陪 集 的 允 要 条 件 是 RS 1€ H. 对 有 限 群 , 每 一 隐 集 中 包含 的 元 素 
ЖЕТЕН. 因此 子 群 的 阶 是 原 群 阶 数 g 的 约 数 ，n = gih RATH 
的 指数 ， 子 梯 的 不 同 左 (或 右 ) 陪 集 的 数 自 等 于 (n - 1). 在 乘法 表 中 ,与 子 群 元 率 
相关 的 列 里 , 每 一 行 的 元 素 集合 , В РВК, 或 者 是 子 群 的 左 障 集 ,二 于 
群 元 素 相关 的 行 里 ,每 -- 列 的 元 素 集合 , 或 者 是 子 群 本 身 , RATEN РК. 
k HFR G 的 任意 两 元 素 尺 FIS, 
SRS = Е, 


RER S j алт. LARREEN, ЖИ 于 问 一 元 素 的 两 元 素 互 机 共 
ык Bt G Н ЪАЛА НВО Е С. HERE C, йл R `? BUE 
экп С, ЕЖЕН SR. ШЖ С,- C. ', ЖОЙ. RS TH SR X 
ір, 2, тна — x ur LL НЕ ЕРІ ЖИНА ВОЯ. 对 有 
Um. quiso xm s, euet om» me o SEP Bf. Б: 
жа лж ТО do XT M BAUER ЙУ Ө ШО. xx d ri Ж ТД RC A Ж 
ЖӘНЕ ЖЕТЕ. 

ж HFH G TRH, AHR СІЕ-лжК ІНІМЕ RR ABS, 

RH — HR, RHR ' = H, 


则 H 称 为 群 G 的 不 变 子 群 , 或 称 正规 于 群 . 指数 为 2 的 子 群 必 为 不 变 子 群 . DE 
FRATE E TARRAA THYNER, 因而 不 变 子 群 由 若 十 个 整 
жн. 把 若干 个 类 合 起 来 ,如 果 它 构成 子 群 ， 则 必 是 不 变 子 群 . 这 是 找 有 限 群 
的 不 变 子 群 的 基本 方法 . 在 判断 若干 类 的 集合 是 否 构成 子 群 时 ， 首先 看 集合 包含 
的 元 素数 日 是 不 是 原 群 阶 数 的 约 数 , 集合 是 不 是 包含 了 其 中 每 一 元 素 的 玫 . 


a. Ë HEIL HH, 是 群 的 两 个 子 群 , 证 明 H, M H; 的 公共 元 素 的 集合 也 构成 群 
G 的 子 群 . 

Uu БЕН ЖЕН, ЕНЕСІНЕ, 集合 H= iR o Rar” LECT HE H M H: 

的 交 . 集合 条; 也 是 群 G 的 子 集 , 元素 ARGIRA G 中 元 素 的 乘积 规则 ,因而 

нк. 既然 H A ,都 是 群 с 的 子 群 , 集合 日; 中 任意 元 

ЕКЕ RR 仍 回 时 属于 子 群 五 ;各 Ho, 因而 仍 属 于 集合 H.. G 中 恒 元 上 RUE 

合 万 :中 任意 元 素 R, ЙЛ К, -+ 都 同时 属于 子 群 H M Н, 因而 仍 属于 集合 H. 
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因此 集合 НМЕ, 是 群 G MT RE. 


——— r: м - 


4. ШЕНІ АА ЖОҚ Ы НЫНА C. 

证 л ЖГ ПЕЛ ГГ ЕЕЕ HEISE. 我 们 已 经 知道 , 子 群 HC G 
HITRE h ЕС 阶 数 g 的 约 数 ， 所 以 当 群 的 阶 数 为 素数 时 , 队 恒 元 外 ， 元素 的 阶 
数 只 能 等 于 群 G 阶 数 g， 因 向 循环 子 群 就 是 群 G 本 身 . 


5. AIER, ЕЙ ЕЙ], ТЕ НАР: ТАРЕ С, 利 正二 角形 对 称 群 D... 

证 内 为 元 素 的 周期 构成 循环 于 群 ， 所 以 六 阶 群 中 , 除 恒 元 外 ， 元 素 的 阶 数 只 能 
等 于 2, 3 利 6. 若 六 阶 娘 中 人 至少 有 一 个 元 素 的 阶 数 为 6， 则 此 群 为 循环 群 CV. жт 
六 阶 群 中 没有 6 阶 元 素 , 而 至 少 有 一 个 元 素 的 阶 数 为 3, 记 作 К, 它 的 周期 构成 
的 循环 子 群 是 指数 为 ZEDRABTUGE, E, R, R. 不 失 普 遍 性 , ЕНЕМЕ 5,,51. 
5,, WE R”S, —S,,.. HP S, = 5. 由 重 排 定理 ，S; 不 能 等 于 S,, ЖЕЗ 
R R°, MU S 是 6 阶 元 素 ， SECOS. 因此 5S;=E, 5, НЕ 2 Вл, 并 能 推 
H R*=S,,S, 和 S,R" = 5,.„. АЙЫН. 最 后 车 六 阶 群 中 除 但 元 外 元 率 的 阶 
数 都 是 2, Hg HOBEPTODAE ROS, 设 RS= 人 下， 由 于 得 元 和 道 元 的 惟一 性 、T 
Жасоо. 也 不 等 于 RRS, E. R, S 和 丁 组 成 的 子 集 构成 子 群 , PTA 
阶 反 演 群 V, 它 的 阶 数 不 是 6 的 约 数 , ЖЕ. ub. 


6. WIEM, Енди, 每 个 元 素 的 阶 都 是 2 的 群 一 定 是 阿 见 尔 群 . 

证 “在 恒 元 之 外 , [PRG G 中 两 个 林 相 同 的 元 素 R MS, 它们 的 乘积 记 作 RS = 
T. HAE LER, 我 们 已 知 ，ER = RE, ES= SE, 现在 只 要 证 明 SR 也 等 于 了. Ж 
BRR, R-S =E, 则 由 于 恒 元 和 道 元 的 惟一 性 ,人 PETELE, 也 不 等 于 
RAS, H T =E. 由 此 , TS- RS'- К, TR- T S- S, MH SR = ТЕ? = Т = 
RS. 因此 群 С 中 任意 元 素 的 乘积 可 以 对 易 , Ж G 是 阿 贝 尔 群 . 


7. 量子 力学 中 常用 的 泡 利 (Pauli) 逢 阵 o, E XO YB F: 
iQ 1) | 
0 


3 
a 0, — 6,1 + Ў усма» H|! Gai 一 I. 09183 一 184, 
— 1 


其 中 ,是 三 阶 完全 反对 称 张 量 . 试 证 明 由 о, ЖІ 2 的 所 有 可 能 乘积 和 等 次 的 
集合 构成 群 , 列 出 此 群 的 乘法 表 , ЗНН ИНТ. Фл НВ, 群 所 包含 


BELLNM ВНЕ Er AS 


1 ama 
` Ge — y s  — ——— _ — 
ті — ——-O_IOIA 


1-------- 一 


的 类 和 不 变 子 群 , TET RETIE BEA fF ВЕР. FEARR, 证 明 此 
群 和 正方 形 对 称 群 D ГЈ. 
证 ”根据 泡 利 矩阵 的 乘积 规则 , 由 c 1 АНМЕН 8 个 , 它们 的 乘法 


表 如 下 : 

| 1 | Tà 18 -1 - 24 一 25 mit 
1 1 | ga Tn -] =d] = 1 - 17 

81 171 1 иту өз -fi -1 = нта 一 可 

Oi | 83 — ifa 1 7 UJ — F? Це 5 -1 71 

153 (74 一 73 gi _ 1 “му өз 一 di 1 

-1 x -1 — S] - у - іт 1 Fi da іу 

= й; 77171 -1 一 шу “в; Fi 1 123 23 
- а; - 21 TE -1 FI Ta — ida 1 = 21) 

-ісз 1073 т» - оу 1 ТАР 一 G 61 -1 


dem, Jb 8 个 元 素 的 集合 对 元 素 的 乘积 是 封闭 的 , 矩阵 的 乘积 满足 结 
会 律 . 三 =1 革 是 此 集合 的 重 元 , 除 二 is; 互 为 逆 元 外 ,其 他 元 素 都 是 自 逆 的 , 因此 ， 
此 集合 构成 群 ， 阶 数 为 8. 恒 元 E 的 阶 数 为 1 —1. io Htc 0; 的 阶 数 为 2. 
+ 193 的 界 数 为 4 1 和 ~ 1 各 自 成 一 类 , 土 o., 土 92 各 十 io 分别 询 成 一 类 , 共 五 个 类 
ЖТЖ 2.711. 1, -1, 0), 一 011, 11, -1, әҙ, 021, ЖІ, -І1,іс;, 
-inl 后 三 个 不 变 子 群 的 高 群 都 是 二 阶 群 , 与 V; 群 同 构 . 第 一 个 不 变 子 群 的 障 
集 是 互 差 负 号 的 两 个 矩阵 ,作为 复元 率 ， 它们 的 平方 帮 是 不 变 子 群 | 土 11 ,因此 商 
群 同 构 于 四 阶 反 演 群 VV ， 

把 DD, 群 中 的 四 次 转动 G4 与 19; 对 应 , WY z RD TE] 的 二 次 转动 C 3 与 mi 对 应 ， 
其 他 元 素 间 的 对 应 关系 可 由 对 应 元素 的 乘积 产生 , 例如 C;5 10g, Ci 与 
- io XI. C, CL CS ЙТ y 轴 方 向 的 二 次 转动 ， 一 ol 对 应 , C,CS I С, С, 为 
沿 zy 平面 坐标 轴 角 平分 线 方向 的 二 次 转动 , IERI — о, ob. ХЕ, 元素 
的 乘积 仍 按 此 规则 一 一 对 应 ， 两 群 同 枸 , 两 群 对 应 元 素 的 阶 相同 ,类 的 结 梅 柑 同 ， 
不 恋 子 群 及 其 商 群 也 对 应 相 问 


8. 证明 由 io, 和 io; 的 所 有 可 能 乘积 和 矫 次 的 集合 构成 群 ， 列 出 此 群 的 乘法 各， 
指出 此 群 的 阶 数 , 各 元 素 的 跻 妆 ， 群 包含 的 各 类 和 不 变 子 群 ， 积 不 变 子 群 的 
BORA S А BER). 说 明 此 群 与 已 群 不 同 构 . 


к=: ‚0. 


———— - 
-- —— 
—- ohà. ü 

一 一 一 一 一 


证 由 il 和 ic 乘积 产生 的 矩阵 共有 8 个 , ЕГЕ, 


17 LG TE -] Т — MIS — wu 1 18, 
a x Ma — 19 171 1 一 if} Id M ] 

І -I | 49 173 1 171 LT? T 
11 171 1 Т bfa 171 — І 173 іт 
— 1 — iġ — ur 1 1@| TE ITa -i —18, 
一 M LP L L| 1 ТЖ — 1G 184 1 


由 乘法 表 知 , 此 8 ЛЕМ ЖИНДЕРИ. ЭР BE 638 EA WS JE S 
Ж, E=1 是 此 集合 的 恒基，- 1 ДНИ л Ж, jis, Sa 3, S Au A 
Б», 此 集合 构成 群 ， 阶 数 为 &. 但 元 1 的 阶 数 为 1. - 工 的 阶 数 为 2. + io, 的 阶 数 
都 为 4, 150-146, tian Е io 和 = io; 分 别 构 成 -- 类 , dE п 3S. 
不 裤子 群 在 i1, =L, Jl, —1, is, Sigl, 11, 7d. do. c doi, ЖИІ, — 1, 
ici. 1631. дл АА FIERE ИРЕ ВВЕ, Су УШЕН}. 第 一 个 不 变 子 群 
КЕНЕН a + НЕ, TES UR. ——— I rdi. N 
此 商 群 同 构 于 四 阶 皮 演 群 V... 由 寺 此 样 包含 六 个 阶 数 为 4 的 元 素 , 此 群 与 D BE 
相同 构 ， 与 C, Bed SI]. XA ГОУ есес ілес О. 


9. Б, MESS SUE, EHE FUE Н Ж: 循环 群 CG, Cu. 正方 形 对 称 群 D. , 
HIERT Qs RII D», . 
Ж HAEREMAI ORE. ПЕРА А ВЕТ, ЇН, 元素 欧 阶 数 内 能 
等 于 2. 4 和 8. EB Н ЖЛ» Toc agr 8, 出 此 群 为 循环 群 Cs. Жі 
АР ЕНЕ 8 PEZ, MEDE -: 个 元 素 的 阶 数 为 4, 记 作 К, 它 的 周期 构成 
ADM IER, R,RÀ |. REWE 5.51, 5,88. 
HERS =S., 其 中 sS. S. ARIEN, S RETT 5,, ЖЕ CTF RE 
R’, Қ s = 8 rx. Ка FEDH- ^S = К°, KATE, К 
5,2= RM 5, Б 4Ёйл.й, S, = Si = RS, = s. МН S. =K. 现在 存在 
黄种 情况 . 苦 S =Е?. НЕН S= Se = S., 8; =R 和 1So= RSo = р>, 
S,S = RS =F, ІННА РЧ О С, — 


R ++ ig,, S,** ig; S, ** is. 


mr me — — 


MN 群 论 习题 精 解 

fr Š, =S, =E, M ІҢ R’ S, = 5, ИҢ S,R-—-5.-HB5,, HA S, K = R5,. 由 

R'SQ- 9 取道 得 S. R = S, = RS,, ИЖ S,R = RS,. MH 5,5, = R ! Sy = R 

TIS S, = RS -—R, 因而 此 群 同 构 于 阿 贝尔 群 C, —C, x V,, MARRA 
Re С), 5, — s, S — оС. 


其 中 oz 是 空间 反 演 . 苦 所 有 52 Ж, S, = E, ШН RS, = 5, „пр 
R"-S,,S HISR"—5, ,, ATERRAT DUE. ГЭС Ж 
Ric. 54-6), SQ. 


最 后 , 若 八 阶 群 中 没有 8 阶 和 4 阶 元 素 ,， 即 除 恒 元 外 所 有 元 素 都 是 2 ТЖ, M 
得 阿 贝尔 群 Da = D, x .这 五 个 群 中 所 包含 元 素 的 阶 和 类 数列 举 于 下 表 . 


E 一 前 — Bi МЕ ЖЕ Ж 
G 1 1 2 а. в 

Ч» | 1 | 5 Ü 5 

Ca | 1 3 4 0 6 

D; 1 5 2 0 | 5 

Ix; x ] 7 0 ( x 8 


10. 试 研究 所 有 不 同 构 的 九 阶 群 . 


E А А? H C D n? 2 D 


Е | E А А: H C D H с? IP» 
A А A E А D Hop HB c 
A^ | А? А D H C С: B? 
B | B D iis D C E А: A 
C | C B ІР d HB A E A 
рур B C 0C H D At A EÈ 
н? | п № c E A А BE Pp C 
с: | C m JP E A D C B 
Р? | гг oc В А А? Е C B ID 


ы лот, 除 馆 元 外 , 元 素 的 阶 数 只 能 等 于 3 和 9. 若 九 阶 群 中 至 少 有 一 个 
元 素 的 阶 数 为 9, 则 此 群 为 循环 群 C... 若 九 阶 群 中 没有 9 阶 元 素 ,， 即 除 粳 元 外 的 


SEXE ШАА ЕТЕ 


ZU ADAE зл Ж. ERR -- 个 3 阶 元 素 , 记 作 4 , H A АИВ Е, А, 
A^ t, “ЕВ РІВ, С, Di. ЖЫН Е.Я 
AB = C, АС = р, AD = В. 


B, C AID EE 3 рл, 它们 的 平方 不 能 等 于 上 ，AA SEAT, хн, 它 
MEEA tB RB S T B, Сар, 它们 互相 问 也 不 能 相等 , БУ + iF ЖА — 
个 元 素 记 作 B^, CURI D^, 构成 另 一 个 右 陪 集 . НАЯВЕ, AB? = СВ 不 能 等 于 
сж в, 因而 只 能 等 于 D* .其 他 乘积 关系 都 可 由 这 些 公式 排出， 从 而 得 此 群 的 
Ae і. 由 乘法 表 知 此 群 是 呵 贝 尔 群 , Ж Jud 38. 


11. 试 研究 所 有 不 同 构 的 LESE. 

Ш 十 附 群 中 , 除 恒 元 外 , 元 素 的 阶 数 只 能 等 于 2, 5 和 10. # 十 阶 群 中 至 少 有 一 
个 元 素 的 阶 数 为 10, МЕНЯ Со. 若 十 阶 群 中 恒 元 外 的 元 素 吕 是 一 陆 元 
=, RRAS, 设 RS= 了 , WAUNT E, R, S, TE H FARR BOR. F 
群 阶 数 不 是 10 的 约 数 , E. 若 十 阶 群 中 没有 10 阶 元 素 ， 而 至 少 有 一 个 元 素 的 
阶 数 为 5, ШЕК, 它 的 周期 构成 的 循环 子 群 是 指数 为 2 的 不 变 子 群 ，| 五 ,R， 
Ri R: Rl. TRENE, 陪 集 沁 作 ; 5,,5,,5>,93,241. 满足 К"5 = Srm’ 其 
中 S ,=5 .由 重 排 定理 ，S REET S, ESTR, НР у 不 是 5 的 信 数 ， 
则 S 是 10 阶 元 素 , 与 假设 子 盾 . 因此 S = 上、 S, 都 是 2 ИСЖ, НК" S. „5, 
58° = 5,.,. RER DE. ИЕН Сы [两 个 个 同 构 的 群 . 从 六 阶 群 
(第 5 题 ) 和 十 阶 群 的 研究 可 知 ， 当 群 G 阶 数 g 等 于 一 个 素数 rn >1 的 两 们 时 , СЕ 
只 能 是 循环 群 С, БЕ n 边 形 对 称 样 D, . 


D. 举例 涪 明 群 G 的 不 变 子 群 的 不 变 子 群 不 一 定 是 群 G 的 不 变 子 群 .有 反之 , 证 
B] ЖЕ G 的 不 变 子 群 完整 地 属于 子 群 日 ， 则 它 也 是 子 群 Н PrE TE. 
证 丁 群 包含 二 个 二 次 轴 和 四 个 二 次 钢 ， 其 中 泪 个 二 次 转动 , ӘН, 构成 和 
群 的 不 变 子 群 D. , 但 书 群 中 包含 的 三 个 二 阶 不 变 子 群 , 都 不 是 Т 群 的 不 变 子 群 . 
没 H ER G ЮЛА, 是 子 群 日 РИЙ. R Jë FEE H, 中 的 任意 元 素 ， 5 
gTS H 中 的 任意 元 素 ， 当 然 也 基 群 G 中 的 元 素 , 网 因为 H, 是 群 G 的 不 变 于 
群 ,所 以 SRS t: F FEE H, ИЙ Ноне H BE AN РЖ. 


13. 设 有 限 群 (> MBA E. C, — |S; (93 SU Sua i 是 群 {т H-T, Ж n ( a) 1 
ER, менее SHS OTAR, 也 可 相同 ), 试 证 明 群 G 中 
Же НЕЗ 5, = PSP FD DE PP 的 个 数 为 m(o)= gí n(a). 


— — —— 一 一 


КЕК 群 论 习题 精 解 


证 对 于 给 定 的 元 素 S € Co, WWE G PRESS с А ЙЕ Amla). 
TAREHE G Л ЖЖІНМІГЕ., сж R HEA H 构成 群 G 的 子 群 . ж К 
和 民 "者 可 与 S IH, MJ RR 也 可 与 S, 对 易 , 因而 集合 满足 封闭 性 . 结合 律 当 然 满 
E. ji E nl tS xF, R WW GR 人 也 可 与 Sou, 因而 都 在 集合 太守 .此 性 
质证 完 ， 

设 工 是 群 G 中 任意 一 个 不 属于 子 群 日 的 元 素 , M| 工 不 能 与 S 9. E 
TS T -S,€ с, B| THE H 的 左 陪 集 TH ЧЕНЕ ЖЖ TR 满足 TRSR 'T 
-S,, ARE TH 包含 的 元 素数 目 仍 是 m(a). 反之 , 满足 PSP = SHRP, 
" 

(P'T)SOP'T)! = P'SP = 5,. 
因而 P-'TE H, Р 一 定 在 此 左 陪 集 TH P. 这 样 , 通过 关系 
TRSR'T'-8S, 


建立 起 s 9169076265, RIT Ë H АЕ TH 图 的 一 个 一 一 对 应 关系 , ЖЕСЕ 
T H KERET S 所 属 交 C, 中 元 素数 目 ata)， 即 m(a) =gjn (a). m(a IS 
Сана ЗЕН n Co ) 都 是 群 G 阶 数 g 的 约 数 . 证 元 . 


14. 试 证 明 群 G 两 个 类 作为 复元 素 的 乘积 , 必 出 若干 个 整 类 构成 ， RHE A RH. 
的 集合 , ША ЕЕ ЕНЕ. 

证 设 RE CG 和 SE CQRHEG ЧИЙ TOR, MAEN RS 的 元 素 集合 为 五, ЖЕ 

IB H 由 若干 个 整 类 构成 , 就 是 要 证 明 集 合 H реи RS Ag ER ЕЕ ж. ШӘ 

G зле T, SEH TRST ! 属 于 集 台 Н. 因为 TRT ! = R'ATŽ C, 

TST =S RFC, 所 以 TRST = R'S 属于 集合 万 ， 证 完 . 


15. A TEIT C. =Е,К,.,Е, 为 基础 ， 将 C SEU AETE dE E, 计算 工 
群 的 乘法 表 . 

工 群 有 三 个 互相 垂直 的 一 次 轴 ， 取 其 轴 辐 为 Ad m. 二 次 转动 分 别 记 必 

(TRU, TL ТАТ. 下 群 有 四 个 :: 次 轴 , НІНЕ е, + e t en 和 一 е, 

e,t e Im. 56е, + e, + e. 方向 转动 2x13 ны R.. Mi 


+I - 4 


2 mł "тг 2 тг? — 2 2 epad ро) 
RITR, = Di. Ri FR, — Г, FO ГК, — r., 


RER = ті, RPR- Ті, RTR = 71. 


ж-ж тиа T 


Ht едри Т АЕ УЯ: 
ТК, = R,, TER, = R}. ГК, = Б.. 


代 人 上 式 得 


TR; = RS. T = Ri, T;Ri = Ni 
RiT = Ri RiT} = R$. RIT = RÌ. 


BE TS. ТУИТ. НІЦЯНХЯ, 得 


ipz __ 2 Ty 2. 2 -pė . z 
тірі = Бі, ТК: = КЇ, ТРК = Rš, 
Z ту2 2 "үзг тул 2 "тс Jp 2 
тк? = і, TR = Ri, TER} = Р). 


EASRA ВЕС ВАТ, ТА T, Р ТОНЕ о 
бақ, 由 这 些 公式 就 可 以 填写 群 T 的 乘法 表 . 

把 乘法 表 的 行 ( 表 中 第 一 列 ) 按 子 群 ОНЖ T, G, TOf TÍO PRX 
Вер, 乘法 表 的 列 ( 表 中 第 - - 行 ) 按 子 群 C, ҢЕР GT GTA С, Т ВЈ 
ЕЕ, Вер K yE) ах 4 个 小 方块 , 每 块 是 3x 3 PRELE. 第 一 
行 最 左面 的 小 方块 就 是 子 群 H 的 乘法 表 ,， 其 他 一 小 块 是 由 第 一 小 块 分 别 右 来 
T, төн тін, 而 后 三 行 则 是 由 第 一 行 左 乘 T, 和 了 得到. 每 一 小 块 中 
的 元 素 相 对 排列 都 与 子 群 H 的 乘法 表 相 同 , 只 是 元 素 作 了 替换 , 替换 办 法 完全 由 
上 面 公式 给 出 . 最 后 得 正四 面体 对 称 群 工 的 乘法 表 如 下 : 


234. 
| | 0.85863 Bf 


T2 | Ti R, Ri лї R Ri E К. Ni Т; К, Ri 
к, Re RÀ T! R Ri Ti R Rt: E R; Ri Tj 
Rio RÀ Т R Ri 1 R Ri E R, Ri Ti Ri 


16. FEG ш 12 TOCERÉEUAR ЕН ЛАЙҒА RD Г. 


F A B С D F t f K L M N 
rle A HC DEF] KL MNN 
А|А E F I j B C D V N K I 
ВІВ F А K L E м М r J C D 
CIC F L A K N E J F D Н 
DID J K KL A M N E F i H C 
F x F H F. M N AKL C D F | 
III C N E M L K Г) J E 
J x J D M N F K A B C F I 
KIK M J F i p B C ч F L А 
L x L N I d E vc D B E МА К 
M|M K D B C J F d L A N E 
«| N L C D h 1 J F A E M 


(1) 找 出 群 е Вр ло: (2) ii 哪些 元 素 可 与 群 中 任 一 元 素 乘 积 对 
易 ; (3) 列 纪 各 元 素 的 周期 利 阶 ; (4) 找 出 群 G 各 类 包含 的 元 素 ; (5) КЕН G 
包含 哪些 木 变 子 群 , 列 出 它们 的 障 集 ， 并 指出 它们 的 诊 群 与 什么 群 同 构 ; (6) Aj Bir 
ЕСЕ ЕРОТИКИ T H. a ТЕ FREE D +. 


第 二 章 “” 群 的 基本 慨 念 235. 


Ж (1) утс 
Е!-Е, А!-А, B'-F, С!-і 
р =], K!=L, M'-—N. 


(2) ЕЖА А УЯНУ. 
(3) 阶 数 为 1 рл Es Ju E, 周期 由 TCR E 组 成 . 

阶 数 为 2 的 元 素 是 A, МІНІМЕ,А |. 

阶 数 为 3 的 元 素 有 M ÑIN, 它们 属 共 同 的 周期 1E MNT. 

阶 数 为 4 BIOL EU B. C, D, К, IAJ, ВПР АУЕ Е, В.А, 
F}, 0E,C,A, I}, ЯПЕ,П,А,Л. 

ИА 6 的 元 素 有 KK 和 工 , ЕЛЕЕБЕМІК,К,М,А,М,1Л. 

(4) ETA A RR- AA, ELNA 阶 数 为 3 和 6 的 元 素 分 别 构成 两 个 
Æ, IM.NIHU K.L: . ЖСН 4 的 元 素 分 成 两 个 类 , В,С, РЕНЕ, LJ. 

(S) 不 变 子 大 由 若干 个 整 类 组 成 , 它 包含 子 群 中 每 个 元 素 所 属 的 周期 , 它 的 阶 狐 
ЯЕ С 阶 数 的 约 数 ,， 即 为 2, 3, 4 M16. 

TR RERÉE.ASGERRAGBFISCIILQIDH.IK,MURBILL,NIT. 因为 
B= (= D: А, 所 以 作为 复元 索 , ИШТЕЕ E FABA AE TE, 故 向 群 同 
# FF ЕЕ ГА. 

不 变 子 群 | 玉 , м, NI, Ж ЇА,К.Ь, IB C. DMIF, L,JI PRA B^ = 
Е-л, 所 以 作为 复元 素 , 后 阿 个 障 集 的 平方 不 是 不 变 子 群 ， hy SE e] PT VU BT 
(НЕШЕ C,. 

ЖЕТЕ. К.М,А,МЫЛ, ERAB, I, D,F,C,J1, ВАТИ 
БІНЕ Va. 

(6) T ROGA PON 6 的 元 素 , 因此 群 G ЖЕРТ АУА. D, 群 不 包含 阶 数 为 4 
的 元 素 , 因此 群 G A Di 不 同 构 . 
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`, 和 群 的 线性 表示 和 标量 旺 数 变换 算 符 


ж SOGAR) m ÆDER D RARER DOSLAR G 问 构 或 回 
dx, ГО G BU m 维 线性 表示 ,简称 表示 ，D ER) 称 为 G Aus R G: 
该 表示 中 的 表示 和 矩阵. DORAE VESE y (RR) 称 为 元 素 R deor m ШРШ т. 
WEMA D ORYBEESER ФЛЕНЕ, M D (CG USE АЕ ЖОК. 如 果 所 有 DOR 
МЕКЕН, W) D(GOTROGGZIE AR ZR. БЕЙНЕМЕН ӘЛЖАН 
HRR. 如 无 特 划 说明, 本 书 只 讨论 有 限 维 表示 . 
k H + 简 表 量子 系统 所 有 自由 度 的 华 标 , ЕКА РАЖ k А pir). ЫЛА К, 
х с = Rr. RAR plr EN (кә) Pugir). fE АЕ РК, 变换 后 
的 波 函 数 在 > = Rr 点 的 取 值 , 必须 等 于 变换 前 波 函 数 在 > ла АЈНА, BD 

Ры Rx) = фт), Ребт) = eR ac). 3.1) 


Ar t e НО Kul QS. 1) дЕн ЧЕ РАО LESE, ДНСК О ЮН г 
HUN RC. 再 把 它 看 成 z KAR, ЛЧ РЕЖЕ, Pug. РА ЖЕТЕН fi, 
与 变换 R 有 一 一 对 应 关系 , НЕ Ии] — BEDUI— - 对 应 . 因此 如 果 R 的 集合 
HRG, 则 P, 的 集合 Po 也 构成 群 , HS G IBS. ТЕНТЕК РЕК БАЧАЕ ЯНА 
Lx ) 在 变换 R 中 作 如 下 变换 : 

L(z=)— L (z) = PRL) Pr. 


去” 设 量子 系统 用 标量 波 晤 数 描写 ， 它 的 险 密 顿 量 是 НО), ІК 作为 系统 对 称 
变换 的 充 要 条 件 是 已 , 可 与 H(r) 对 易 . ВВЕ Е m 重 简 并 的 ， AERE BS CSS ЇН] 
的 基 为 (x ), MERRE I EH P, 保持 不 变 ，Ps 在 此 空间 关于 基 风 4z) 鸭 
证 阵 形式 为 DR: 


P. (r) = D GOD). (3.2) 


F 


D( R)W B РЕА TRO 


1. dE G 是 一 个 非 阿 贝尔 和 群 ， DEGER G Ш-Н SEDED. c E RK 
зо DOR). 现 让 群 C ZUR лік ЫЎ, 问 此 矩阵 的 集合 
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va 


— PF  - - —— ——L- 


是 否 分 别 构成 群 G 的 表示 ”例如 第 一 小 题 ， 设 "T fj ПОРУ 的 集 

要 Аксу АЕ G BJ suf 2 клу? 

(1) DCRY s (0 DOR ; (3) DOR), (4) (Р); (S DOR! Y 

(6) det D(R); (7) wD(CR). 
解 ” 题 中 给 出 了 群 6 ЛЯ ЕЕ Г SEG rh ЕЕЕ Н] ВО — АЛУ ЖА. 现在 需 
要 基 断 它们 的 乘积 是 否 按 同 一 赵 则 - -— oM hy, M mit АНЕ ñ j SABER 
GR. 注意 D(RS)= D(R)D(CS). 

(1) 因为 DLR》 D(S) 7 DORS) ,所 以 DOR)! MERTER G Erden 

(2) 因为 рк) DCS) E DORSO! , 所 以 DOR )! 的 集 台 不 是 群 G Bde. 

(3) Pj DOR DOAS ерні, 所 以 D(CR') 的 集合 不 是 群 G 的 

(4) 因为 DOR) D(S)* = DIRS), AA ГОК) 的 集合 是 群 G 的 不 可 约 
AR. 

(5) 因为 рк!) DCS = D[(RS) |", Bil] DOR Y 的 集合 是 群 G 
的 不 可 约 表 示 

(6) 因为 derD(R) det DIS) = det D( RS), ВТЕ det DORO PE SG С 
ВУЛ п 27) LS 

(7) AA r ( R)eD(S)= uw DCORS), ЕТ т О(Е)Ё AERE G HR 


小. 


2. HARE uu (х,у) = 2°, uir ym xy, 和 hlr, y) = х2 ЖН РАЯ 
zs fal КЕШ pcs [Н] ) xF F 9 #15 ае 5 k. К 保持 不 变 , 试 计 算 变 
换 R 对 应 的 标量 函数 变换 算 符 PS 在 此 图 数 基 中 К д D CR): 


x | E: 1 0 
| |= к | (1) R = | 
y v] 0-і 
Tii. -43 {созт  — sine | 
(2) К = у (33R= | 
FE _1! Sng сова 


НАЕ yla, у) IE 2 ту, 试 重 新 计算 Px ЕН ЕХ. 
д тынына АЯН ТЕЗІ ЗЕРЕ, ux BEST RB ЕНУІ. 
(1) Padi (z y) = =° = (х,у), 


Рф (х.у) = av —4Y4uUsx) 


Pag (z y) = y 745 Gv 


ШЕЕ УНИИ 


r 38 А 
(1 0 0 

ban [a -1 0|. 
D 0 | 


(2) Ру (xy) = (H4) C7 c t3 yY 


= (1/4) 10, (7,3) 24 3d (z,y) 345 ( x, y, 
Ры (х,у) = (1{4)( - x 434) 74 3x y) 
一 (1/4) W 34 Cr, y) — 245r. y! — Зоғ, у). 


Pad (x, y) = (1/4)( -43x - у)? 
= {1/4} 3p Gr, y?) +2434 (xy) * dor у), 
i 43 3 | 


"M -2 2431. 
3 -43 1] | 


(3) Pad, Ge, y) = Creosa + vsina Y 


= cos? ad Gr, y) + sin(2a) do Cr y) + sn adr. y), 
Ррф (z y) = {rosa + ysina )( — .csina + cosa ) 


— gina cosad, Gr , y) + cos(2a) js (x y) + sinacosag« r, у), 


Pegal х,у) = ( — rsin а + ycos a» 
= sin ad, Cx , y) - sin(2a Gr y) + cos ads Cx y) 


| 2cos а — gin(2a ) 2sn'a | 
D(R)-l2sm(Q2a) 224) -2sin(2a) |. 
sin( 2a ) Jose | 


2sin а 
M lr p ЛУ, eer PEE RER AAE X. 


X = diagil1, 42. 11. DGO- X"! D(ROK, 


(D DCR)- DCR), 
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[1 46 3! 
(2) D(R)=T -/6 -2 2. 

3 — 6 1) 

|/2cos a —-sin(2a)  w2sin'a 
(з) D(R)= Z sin (2а) Vicos(2a) —sin(2a) |. 


J/2sin a sin (a) J2cos а 


Z, 有限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 


Ж EE G 的 每 一 个 元 素 R TEWUT lE ТОКА EE ОСА) DRAR 
Ж-А X 联系 起 来 , РОА) = X |DORO X, 则 两 表示 称 为 等 价 的 
表示 ,任何 元 素 R 在 隔 等 价 表示 中 的 特 证 标 相 同 . 有 限 群 和 紧 致 李 群 的 任何 表示 
等 价 于 双 正 表示 ,两 等 价 的 乙 正 表示 - - 定 可 以 通过 芭 正 的 相似 变换 相 联 系 ， 而 日 
特征 标 对 应 相同 是 两 表示 等 价 的 充 要 条 忻 . 
Ж 若 群 6 每 一 个 元 素 R 在 表示 DD(G) 中 的 表示 夭 阵 D(R) 可 通过 相似 变换 变 
成 同一 形式 的 阶梯 矩阵 
| рск) ТСК) | 
X1D(R)X = ， 

! 0 DR) 
则 此 表示 称 为 可 约 表 示 , 反之 则 称 为 不 可 约 表 示 . 可 约 表示 的 充 要 条 件 是 在 它 的 
表示 空间 中 存在 关于 DD(G) 的 非 平庸 的 不 变 子 空间 . 对 有 限 群 和 紧 致 李 群 ， 可 约 
表示 -- 定 可 以 通过 相似 变换 变 成 同一 形式 的 方块 矩阵 , 即 所 有 T(R)=0. 也 就 是 
说 ,可 约 表示 一 定 可 以 通过 相似 变换 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 , 这 样 的 表示 形式 称 
УВУ р. 
X DO(A роса G 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表 示 , ГАРА К, 
Zo D'U(ROX = XD? (R), W X 20, #A DU C(ROX- XD (R), N] X —cl. 
这 称 为 舒 尔 (Schur) 和 定理 ， 
k ERE Сс IER ЖАРЫ АА CST ERIS S e, , ЖЖ np ES RT EE 
数 n, 平方 和 等 于 群 的 阶 数 g, WIR R JS TS C. 类 C, rJ a (a) TO GS, 
жүл ЖА КВ ЕНЕ x CR) = у, 构成 类 空间 的 正 交 完备 基 , 有 


— " А l um ғ )* L 
NWR y GO = —2n(a)y = Š, 
Е кес Ë a 


— ”一 ”一 ”一 -一 一 


B 群 论 习题 精 能 


DLX = NL (3.3) 


ух} G 木 等 价 不 可 约 表示 特征 标 满 显 的 必 坚 条 件 . ЖАЯР Н G TET 
ЖОЕ ЕЛУ: ЛЕ. 可 以 确定 群 所 有 不 等 价 不 相约 表示 的 特征 标 ,， 排列 成 群 
G 的 特征 标 表 ， 进一步 还 要 找到 群 G 的 所 有 不 等 价 不 丁 约 表示 的 表示 给 阵 .对 
较 复 订 的 群 则 需要 更 专门 的 计算 方法 . 此 外 注意 , 0; 夺 ,，(3,3) 的 前 式 给 出 
ЖЕЖ ЕНТ е ЗЕН. 

ж GARE G 是 给 定 物理 系统 的 对 称 变换 群 , ЖР ММЕН ЖЕР, 0173 
gp HO. ИНЕ E hh m Eu 

H(z)é,(z) = Ed, lx), u = 1.2, ті. 


由 „(ЭШЕН m 维 空间 对 P, 变换 保持 不 变 ， 由 此 可 得 到 群 G 的 一 个 mm EA 
RDG), 它 一 般 是 可 约 表 示 : 
pop (z) = UI = Уба), (Р). (3.4) 


设 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 (б) ЖИРНЕ у, 都 已 经 找到 ,通过 下 面 方 
法 可 把 表示 D(G) 约 化 为 不 可 约 表 示 的 直 和 , 并 把 函数 基 р, (x ) 组 合成 按 不 可 


E E ПУ РЕЖ. 
ТЕН Х 
X D(R)X =a DD CR). (3.5) 
取 特 征 标 
X. = Хаа. 


利用 特征 标的 正 交 性 (3.3) 式 可 求 得 在 表示 DG 的 化 中 不 可 约 表 示 D' CG )m 3c 
HER a: 


a = LS y (К) (К) = Ly nta) Xa: (3.6) 
E REE ECT 


REIRA (3.5) РИЗА X. Жж ЕЛЕ D CA) ETHER 
阵 的 那些 生成 元 А, SEN (3 SOUEIRGT SERERE DD{A) 的 本 征 值 和 本 征 矢 景 的 问 
F. 计算 中 出 现 的 待定 参数 必须 暂时 保留 . 把 算得 的 X 矩阵 代入 关于 其 他 生成 元 
的 (3.5) 式 , 定 出 待定 参数 . 为 避免 计算 X Ж. 计算 中 先 要 把 (3.5) 式 的 和 
矩阵 移 色 等 式 的 右边 ,最 后 的 所 режа 个 未 定 参 数 , 可 以 接任 何方 
ARBORE, 得 必须 你 证 X 和 矩阵 行列 式 不 为 零 . 算得 的 X 算 阵 行 指标 为 x， 列 


LN el Оой. 


Fac dS Н к к НАТАН у Lo. Æ а, >. ПМ Ек; ЖЕ а, TD Ж 
л. {Хх ЖЯ ШТРАФ. 


РФ (z) = > D, r) DCR), (3.7) 
A 


e (EI, G 不 可 约 表 示 DD н T РА. ХРАНА ; НІ ВРА, Y ftit 
Ч 1363 > 的 线性 组 合 ， XX ELO RICE iR ТЕ P, TERT F BS ЖЗЕТЕЛІ. 
这 就 是 上 面 任意 选 定 的 之 ,a; 个 参数 的 意义， 
去” 在 量子 轧 学 中 常用 的 标 积 运算 ， 对 称 算 符 Б, 常常 是 乏 正 算 符 ( 有 例外 ). TE 
此 条 件 下 ,属于 对 称 性 不 等 价 不 可 约 么 正 瑚 示 的 函数 互相 下 区 

Pedir) = D ADDAR), 


Рф (хт) = DR), (3.8) 
P 
(Ф xr), J Gx) = Bd" Py, 


其 相克 Че HEU ZEB ЕЭС, 它 是 不 依 整 于 下 标 y ы 的 常数 . 这 性 质 称 为 维 
V £A - ER CW igner-Eckart)zE EB. 


3. ЕЖЕН Ef] — Ех G9 ЖЕН. 
Ш ЖІ ЕЙ ЛЕ Ж. їй Edo ETHOUE S hier ASE, [8 
Неден. ERTIK ER ЕЖ. 

txt ИК анды. 有 限 群 元素 的 若干 次 万 元 素 的 阶 ) 等 丁 恒 元 ， 
而 恒 元 在 一 维 表示 中 对 应 数 1， 因 此 有 限 群 元 条 在 - елу йл (С) B 
若干 次 方 等 于 1, 即 模 为 1. 


a. 证 曙 阿 贝尔 群 ( 包 括 讯 限 群 ) 的 本 可 约 表 水 部 是 一 - 维 的 . 

证 ” 阿 贝 尔 群 的 元 素 乘 积 可 以 对 号 ， 因而 任 一 元 素 的 表示 矩阵 DD(RR) 可 与 所 有 元 
Жл Е, ХЕЛО лр, EREE, (ЕЖЕ BUER, РА АВЕ 
-- 维 的 . 


5. ИГЕН БЕ ЕТНО ЕН РАЗ Лара Е, 如果 限制 共生 
列 式 1, ЈАС ВЕ. 

证 没 DCR) 和 互 (R) 是 有 限 群 的 两 个 等 价 的 不 可 约 么 正 麦 示 , 它们 可 以 通过 和 

正 的 相似 变换 联系 起 来 ， 


` - BEEN ghe XE р: 


D(R)- M'DC(R)M, M' M = 1. 
若 它 们 又 通过 另 一 个 相似 变换 联系 起 来 , D(R)= X "DOROX, Mi 
DIR) = (XM !)'D(ORY(XM^), 


RARE, XM 1-сі, Х= м, ШЧ ec 是 常数 . X DIOS X ЕА ГУ Ау 1. 
所 以 < 的 模 为 L, dX KZ E РЕ. 


6. 证 明 除 恒 等 表 示 外 , 有 限 群 任 一 不 可 约 表 示 的 特征 标 对 群 元 素 求 和 为 零 ， 

证 ”有限 群 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 满足 (3.3) 式 . Б ОСУ) 
表示 , 则 DORT y (R)=1, 代入 (3.3) 式 得 , 除 蛋 等 表示 外 ， 有 和 银 群 任 一 个 可 
约 表示 的 特征 标 у (RR) 对 群 元 素 R RAAF. 


7. 在 有 限 群 G 的 群 代数 中 ,以 群 元 素 R 为 基 , ЯЕ ООЖ S. 得 到 正则 表示 
DCS), 右 乘 群 元素 S, 得 到 表示 DOCS), ПИА P : 


SR = Ур (5). | RS = 2 Da (S)T, 
TÉ е Tet 


4, ` SR = 了 

Di (S) = < 
0, — HH SR T, 
ш RS = T 


l, 
Da (S) =: 


10, 当 RS= T, 

к, S= Е 

0, M SE, 
既然 两 表示 的 特征 标 对 应 相等 , 则 两 表示 等 价 . 试 计算 这 样 两 表示 间 的 相似 
жәр, 并 具体 写 测 D, 群 群 代数 中 ， ЛЛ ERE Jú 3 PE BOX Л К 
[8] A И RR E. 

解 ” 设 此 两 表示 通过 相似 变 横 X 相 联 系 : 

> ,Di (SS) Xi = >, Хъ0њ 5). 


imc НЕИН, Ж Xose Xren: 注意, BUE X AEERT ИНЕ ERI 
XE НЕГА, 在 X ЕШШ ЕО DUIS, MEN 
рТ ЕЕ, 乘积 相同 .可 以 让 行列 指标 相 乘 等 于 某 一 确定 元 素 
(例如 EE) 的 那些 X 矩阵 元 素 为 1， 其余 矩 阵 元 素 为 零 , 就 得 到 所 党 要 的 相似 变换 
EE X， 设 在 群 的 乘法 表 中 行 和 列 的 排列 次 序 , 与 X 短 阵 的 行列 指标 排列 相同 ， 


y(S) = xCS) -| 
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їз J ы ЕТІН ETUR (PU E ES {у er ЯН [S] ОНЫН X CRRA 1, HR 
A. 例 旭 对 正三 角形 对 称 群 D. , HZ ЙЕ Л.Ж ЖЇН Ju E, 由 乘法 表 得 


D, ЗЕ 

正品 FA B C (10000 0 
ЕГЕ D FA B C 0 отоо ] 
D| D F E B C A x= 9 ! 9904, 
F F E D C A В 00010 0 
A A C HB E F D 0 0 0 0 1 N 
B|B A C D E F lo 0000 I 
CIC B А F D E 


请 读者 根据 D. 群 的 乘法 表 具 体 写 出 生成 元 在 正则 表示 及 其 等 价 表 示 中 的 年 阵 形 
қ, 并 检验 它们 确 通过 此 X 相似 变换 相 联系 . 

由 于 此 确定 元 素 的 不 同 选择 , 这 样 算 得 的 X 和 矩阵， 线 件 无 关 的 有 gT, я 大 
群 的 阶 数 . 这 是 因为 正则 表示 约 化 后 , 每 一 个 可 约 表 示 出 现 的 重 数 等 于 它 的 维 
数 m, ， 故 与 约 化 后 表示 的 所 有 表示 禾 阵 对 易 的 短 阵 可 ПА >) m? = g 个 参数 . 


3. 设 有 限 群 G 的 类 C Bit n (Ca) TOUR . 在 群 代数 中 这 些 元素 之 和 和 记 作 W. 设 
D (G Ж G 的 不 可 约 表示 . 维 数 为 m, ,类 C, ЖҰҒА да. WHER W 
看 此 不 吕 约 表示 中 的 表示 秆 阵 是 常数 算 阵 ,并 计算 此 常数 . 

证 设 在 群 G 中 ,类 С, 包含 n(a) 个 元 素 R, 0070Ж m, 维 不 可 的 表示 

DOR) BEES yp. 又 设 S 是 群 G PERNA, M SRS EEC， 很 明显 ， 

ШІН RR, W) SR,S '2Z SR,S .内 此 ， SRST HEATER С, 在 群 代数 

ch, EUR TUE C, 的 淆 素 之 和 记 作 W， 


w= У, D(W)= >, DR). 
R Er, REC 


DW) = н(е) у, 
m) SWS != w, (SID (WID (S) 1 二 (WY). ЕЕ СЕН, D'OW) = cl. 
НКЕ (а) = тє. 把 c 代入 下 式 得 
Е Хар 


m, 1 


D (W) = | 


----- — —M— — — — — — — — T PO. nY 


9. EHARA НАН ЖЕКА SE 1 A ТАУ А ИЧЕ B deg 7 Ну], 

Bi re А T SET ЗЕЛ РЈ А ЕТ ko WJ ТЖ. 
证 ” 设 有 限 群 G n TuS C.m 对 相 道 医 C, 和 CG ,在 不 可 多 表示 中 ,日 
МЕНЕН, ЭЕ ЫЕ Е S E Iti. 617 908, ВЕ ІЗ 
特征 标 是 实数 ， 互 为 复 共 轿 的 一 对 韭 自 共 罗 表示 ,它们 的 特征 标 了 电 互 为 复 共 思 ， 
因此 每 一 对 非 自 共 辐 表示 的 特征 标 之 和 是 实数 , 特征 标 之 差 , 对 自 逆 类 为 地 ,对 
ЖЗА А 50) ATES. 

HË G ET ЖАЗЫ АА е Ек. ЖЕНА, HOHEXTEDUE, 
量 构 成 类 函数 的 完备 菇 , (ТІМ 37 E82 aj ЕС 各 不 等 价 不 可 约 表示 特征 标 
мана гат, ШЕН EE RHIE RR ЭЕ. 作为 类 的 函数 征 线 
性 无 美的 , ЧЕЙ НЕТ ЕЕ ЖИИ т. 男 一 方面, EX m 
ЛЕРА PS. 

FC)0, FC) =— FC, ) = бө. 


这 些 函 数 可 以 表 为 群 G 各 不 等 价 不 可 约 表 示 特 征 标的 线性 组 合 . 外 于 函数 的 具 
体形 式 , 在 此 线性 组 合式 中 , Во лт АЕ A, £ —34 4E B ЫЖ 
ЖЕ ЕШ ЕЕ h Ж, АП ЖЕ ЕТІК, 也 就 是 非 自 共 轿 表示 的 
对 数 不 能 小 于 m. GER. ЗЕН K AS 了 对 数 等 于 群 中 相 逆 类 的 对 数 on. H 
na аз cag ЙЕ ТИЕР ELE B TC +. WESE. 


10. ER G STATEA, С = Н.Н. ENR G 的 不 等 价 不 可 约 表 未 

玫 可 表 为 两 子 群 不 等 价 不 可 约 表 示 的 百 来 . 
证 i REH,, SCH,, RS- SRC G- НН». D'CHO& E 8E. H, 的 不 可 约 
表示 ,表示 空间 是 л, РОН, РВЕ H. 的 不 可 约 表 示 ， 表 不 空间 是 .3 各 
,分 别 对 群 Н, 和 FT, ЕЙГЕ РЁ ИЙ TS SET t l. 

3E (T0 E EIE] EE AR RE #8 AUR BU HORN ÉCRIT ans 让 和 矩阵 DURS) = 
iR) x D (SSE G 元素 RS —— EK — E XEM, Жж DIRS =D (R) x 
D Soli G ARSAM, MWET] а җе {Л e] ДУЖ CRSO CR S ) 
- RR SS Xj, 

DERD DRS = [ID (R) x IF CS) ]LD'OR 2 X DOS] 


| 


= IDPLODUR)]) x SDS). 


Ц 


ГУ СЕК”) x IF (SS) 
DCRR'/SSO = DC(RSR'S ), 


l 
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因此 D(CRS}) 的 集合 构 或 群 G 的 表示 , WIE DOG) = РОН) Xx P' CH, 对 应 的 
表示 空间 是 4 和 z 的 直 乘 空间 , 记 作 SX. 设 a 和 6 分 别 是 空间 和 v 中 的 任 
EAR, 则 它们 的 直 乘 a xz ЕНЕТІН НЕЕ Ы. 

其 次 证 明 此 表示 是 不 可 约 的 . 按照 不 可 约 表 示 的 定 头 ， 要 证 明 它 的 表示 空间 
不 存在 非 平 庸 的 不 变 子 空间 . 设 空间 Y 中 在 在 关于 DtG) 不 变 的 非 零 子 空间 У, 
т 6 ЧЕКЕ, axb. HT x XID (H ,)x DD, YN 
包含 子 空间 4 xb 中 的 所 有 矢量 . RT 2 (Е) x DHOTE, ЕШ ІІ 
含 空间 у, ху» = ААК, 因此 Уз. 

М С 的 每 一 个 可 约 表 示 , 都 能 找到 非常 数 和 矩阵 与 它 所 有 表示 和 什 阵 对 
B {在 常见 的 群 中 , 这 一 性 质 部 成 立 ), 则 关于 表示 DC(G) 的 不 可 约 性 ， 还 有 更 简 
单 的 证 明 方法 . 根据 后 尔 定理 , 与 所 有 表示 和 矩阵 D' CR) x D CES НН HE 
Brix X 的 形式 , 但 它 叉 与 所 有 表示 矩阵 D'CE) x DSHS, Bx X 只 能 是 常数 
矩阵 ,因此 DEGER G 的 不 可 约 表 示 . 

第 三 讨论 表示 的 完备 性 . 如 果 把 ОСК) D ( S) 换 成 另 一 个 不 等 价 的 不 可 
Vk. 用 反 证 法 很 容易 证 明 , НЕКЕ ҒЫР 一 个 不 等 价 的 不 可 约 才 不 ， 
对 有 上限 群 ， 不 等 价 不 可 约 表示 J(R) 的 个 数 等 于 子 群 H, 的 类 数 ， 不 等 价 不 可 约 
doy IF1S) 的 个 数 等 于 子 群 H, 的 类 数 , Wi ELE BE G 的 类 数 等 于 两 子 群 类 数 的 
乘积 , (EAT d cR ER ELE ТІНЕ G 不 等 价 不 可 约 表 示 的 个 数 . 因此 , ED 
群 的 不 可 约 表 示 都 可 表 为 子 群 不 可 约 表示 的 下 乘 

对 无 限 群 , 表示 完备 性 的 证 明 比 较 困 难 ， 我 们 只 讨论 一 个 常见 的 特殊 人情 席 ， 
ИШЕ G "pAB ZH DG) ЖР XT — ТЕЗ don ЖЕ ЗЕ Ee ЭЕ. 设 
DIOGEL G 的 任 一 不 可 约 表示 ,DtG} 关 于 于 群 Н, 的 分 导 表 示 一 般 是 可 约 圾 
л. WIL AE 

D(S) = ŽO DD (OD), S€ Hy» 


gui. Ж (SS) 的 行 ( 烈 ) 可 用 两 个 指标 ku bii, А 标记 既 约 表示 中 出 现 的 表 
=. п 标记 此 表示 的 行 { 列 ). 对 SE H;, ммен, Dua (5S)=0. 对 于 群 H. 
中 的 任意 元 素 R, Ec PEE DR 的 行 ( 列 ) 也 用 此 两 个 指标 Ep 标记 ， 当 然 
СКОТТ. 下 面 我 们 米 诈 明 ， 当 表示 D ( H, )#U D ( H, }) 不 等 价 
B]. D... (POENE. 

E рн) Г (H OETH H; 的 两 不 等 价 的 不 可 约 表 示 , 在 DCR) 173 
此 两 表示 相 联 系 的 非 对 角子 怎 阵 是 D... (R). 由 于 DOOR] SSH DD(S) 对 吻 ， 
DC R)DGOS)  D(S)DXCG ), 在 与 该 子 矩 阵 所 在 位 置 处 ， 有 有 D, p СОЗ" 
D CS) D, (R), ЖИЕН, D, CR) 70. 


因此 , 在 DC GOTT E H. Еа ІК ТЕР. ЕН SE t BJ Жа) 
HRR, ИІ DCR)fI DCS)SS AE RS h R BE, "ETUR RU Uo EH DE S85 r RR 
E, 于 是 D GOD E ж, ӨНЕРІ. RE, DORDAR D(CS) =1х 
05). 因为 DOR) TE; D(S) 对 易 , 所 以 DOR) НЕЕ D'CRO X 1 TEX, 
ГУ (RR}) 的 集合 构成 H, ЖЕЙН К. ШРЫ D GRATE, DROLI 
ЕН, 的 不 可 约 表示 ， 因 此 


DERS) = DIR) x D (S). 


11. ik 已 群 元 素 是 在 二 维 空间 中 的 坐标 变换 : 
, | -- R | | 1 R = ГА, 
м, uM 
ШЕЕ D ЖА, CAE НЕЕ ЕТТЕ EUR D^ (О ЭН BER 
阵 : 


E 


| TEN - /3| Е (1 0 
D'iD = 5. ' рл = | l 
W3 -1; 0 -1) 
已 知 下 列 函 数 基 架 设 的 四 维 函 数 空间 对 ТЕ АЕ. 
Ф (х,у) = ж, play) = Z °y, 
daCr y? = жу”, daGr y) = y’. 
RHE р, SEES [8] X: T XB ВА ПН VEU, RIPE D, 群生 成 元 在 此 
表示 中 的 表示 矩阵 ,然后 , 把 此 表示 约 化 为 D. 群 不 可 约 表示 的 直 和 , EA 
数 基 组 合 为 分 属 各 不 等 价 不 可 约 表示 的 函数 基 . 
解 ” 首 先 要 按照 公式 
Рьф„\х) = ¿Q (R x) = > „(а D, UR), 
计算 D, 群生 成 元 DD АА 在 给 定 基 哥 设 的 四 维 空间 中 的 表示 外 阵 ， 公式 中 的 
R 'l+= ry" 是 一 种 缩写 ， Ед Г 


K.- натаво 


IPER DD 有 
== {r+v3y)2, y 3a — у), 

Ра (х,у) = Фб, у) = d— 6 + 3/3т* у -ry + 3735118 
= i 3/3), —944 + 343441/8, 

Рф (х,у) = dk(x ,у) = :: 4335 r 5a y — ¿342 — Зу !{8 
-d-434,. 9 54 345 - 3441/8, 

Pods(Ur.3)7 pl sy) = 一 3r Ar y + 5ду 3s 18 
= 1-30 434, + 544 3 3941/8, 

Рф, (х,у) = фаб iy) 
= 4-843: — 9r u — 332 - y 1/8 


= 1- MG3g, 98 — 3439, - 4118. 


出 此 得 


m - 43 一 3 ~ 3/3. 
11943 s 43 -9 
Di) = g ü . 
|-9 -43 5 > з | 
"I 
КЕК. -3 «3 - 1 
对 元 素 АЯ 
r -— г, у 二 一 V, 


Pa (х,у) — dita sy) — r 一 V ` 
Ро r y) = (ау) = xr y = 4n 
Papir, y) = VA ry) = oxv = фа, 


P. (z, y) _ dax. y ) => y = — gu. 


由 此 得 


因此 


БЕТЕ: 22 RS TE fit 


y(D) = 1 = y^ (DO + y (D) + y (D), 


y(A) 50 = y^ CA) + y CA) + y CA). 


要 找 相 似 变 换 X, 使 
2 

| 

k 


D(D)X = 5 


由 后 式 得 


代入 前 式 , 得 
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-------------------- _ —-—T —T əVTS:CT; —– 


— | 一 ja; —/3(%, 十 35, ) тр 3c, -4 3(d, + 3d,) 
/3(3a, + а) 55, — 9b, /3(3c, + ез) Sd, — 9d; | 


-- а; + 3a5 — 436b, + 354) 一 Зеу + 5с, _/3(4, + 3d, ) 


4 33a, tas) - ЗР; - б» / 33e, toc) — 34, 一 d; 


2a, 3 - {| Уза 


0 25, 43d, -dı 


= 4 | 
2а, 0 -c - 43e, 


0 28, /3а. m d, 


解 得 "m — ja, y bp, = —3b5, 和 Ср Co = di = d. 选择 三 个 尾 意 常数 ， 得 X XB BE 


为 
(1 O 10 
0 3 0 1 
X = , 
3 O | 0 
lo -101 


用 驻 矩 阵 组 合 波 函数 , 得 属 各 不 可 约 表 示 上 的 函数 基 光 为 
fy) = P(r) — 3 (z,y) = zl? = 3y), 
6% (х,у) = 3p (х,у) - dua y) = у(32? — y), 
#Е(т,у) d Gs) + ф(х) m аба + y^), 


#Е(т,у) = (ix, y) + Jun. y) = убх? + y. 


12. 口 群 有 个 不 变 子 群 D, 它 由 恒 元 和 绕 坐 标 办 转动 x 角 的 变换 构成 . 具体 建 
立 它 的 商 群 和 D, 群 的 同 构 关系 ， 并 由 此 计算 O 群 二 维 不 可 约 表示 的 特征 
қа е. 

= 个 四 次 轴 , 四 个 三 次 轴 和 六 个 二 次 轴 , 阶 # 


解 ” 立 方 体 的 加 有 对 称 群 О Big — UN 
54 .四 次 轴 沿 坐标 轴 方 向 ,生成 元 分 别 WHET.. T, 和 个 . ЖЕГІ РЕЛ 


а везан 


---- — —— — -— — — —ə 一 


方向 ,生成 元 分 别 记 作 R. : 
R: Ve, + e, + e M43, Ra: (е, — e, — e, 2] 4 3, 


Ёз: (— e, - e, + e, M3, Ry: (— e, +e — ejM«3. 
二 次 轴 沼 直面 六 个 方向 ,后 成 万 分别 记 作 S,: 
Sir le, t e M2. S: Ce, — e I2, 
5: (e, + е. 2, E ie, 一 e, 2i 2, 
S.: (е. + e MdN2, — Sai (е, 一 e. o 42. 
xF Tbk тс Ее di зав 15 RARUS. F 363 НИК Ж 
可 中 下 面 障 集 公式 算得 : 
SE=S, ST T. ST = I$. S.T; = 53. 
SR =T, SR;- S. SR,-T, $R, = 53, 
SR = Т, SR =S, SR = Ті, SR = Se; 
FS = S. Т5, = Т, Т, = D T?5, = $, 
R S = Tí, RS = 8, RSie Т, К,5; = 5%, 
RS = Т, RIS = S,. 55, = Ті. R45, = 53. 

ЖЕТ Ши E, Т, TMT 构成 , 障 集 为 R ID. RIS S D, 
S,D, 和 S,D,. 容易 证 明 这 五 个 陪 集 不 重复 ,因为 五 个 元 和 К, ,R1,8,, S, 和 S; 
в {Ж бл mico b TAS REED ОНЕ BIUPTE T ЖЕРІ. 根据 这 五 个 
元 素 的 平方 在 子 群 或 哪个 陪 集中 ,就 可 以 确定 这 些 障 集 作为 商 群 中 元 素 的 阶 数 , 印 
R D 和 RD 是 三 阶 元 素 , 511,830 ЖІ 5,1), 是 二 阶 元 素 , 因 而 商 群 与 D. 群 同 
Mj. WGE RD, 和 REID 分 别 对 应 D; RERI ОЖ D RIP. Ж SD, ti D, ЕНІ 
的 二 阶 元 素 A 对 应 ,由 于 在 D, 群 中 DA = 也. 和 在 Ой R S = T* = S, T; , $ 
ab S.D, 与 D, REPE B WP FI S ,D, 1 Ds 群 中 的 C 对 应 . 因为 当初 在 
建立 D. 赂 的 乘法 表 有 时 ,只 用 到 了 各 元 素 МЕНЕН ЕЕ DA = В, НАЗЕ 
都 可 由 它们 推导 出 来 ,所 以 在 这 样 的 对 应 规律 下 ， 元 素 乘 积 仍 按 同 一 规律 一 一 对 
fif. 

D. 群 有 -- 个 二 维 不 可 约 表 示 ， iy ОВЧЕ Ж Em. 注意 在 
онла Ж-Е ОТЖ, 或 其 陪 集 ) 的 元 素 的 表示 矩阵 及 其 特征 
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标 相同 ,下 面 只 对 各 复元 素 中 的 一 个 代表 无 素 写 出 表示 人 盾 阵 和 特征 标 


13. 


y(E) = 2, yCR)) = x(RD --1, 


43,9 = y(S,) = у(5;) = Ü, 


1 9| [71 o3 
DIE) = А DOR) = > | |^ 
Ə il (4/3. -147 
11-103 (1 0) 
I-/3 -i -і; 
1-і 43 ,| 一 1 08 
92-21 ? D(5,) = > 
43 1; -43 1 


群 G 由 12 УСН LII TUAE RT F k. 1) 找 出 群 G f uA HPJ 
36:2) нын ЕН 5j iE d — TOR EPOR 3) 列 出 各 元 素 的 阶 ;4) 
RIH G 各 类 包含 的 元 素 ;5) RBA G 包 售 哪些 不 变 子 群 , 列 出 它们 的 陪 
集 ， 并 指出 它们 的 商 群 与 什么 群 同 构 ;6) 找 出 群 G 不 可 约 表示 的 特征 标 表 
(方法 不 限 ). 7) 试 讨论 群 G 是 否 与 D ЕШ, EES T FERH, 如 不 同 
构 请 简要 说 明理 由 Б 


E A B C D F II J KL MN 
ars F A BOC D FOE OP KL MN 
ala B E I L K N DM ЈЕ C 
BIB E A N j M C L F D KE I 
Clc K L DE BH M I NF J À 
DID N F E C L j MA B IK 
FIF DN KM I E B L C A J 
rl; M J А E F МСК D B 
|р 1M B NDLKEACEF 
rik L C MF NA Ej I B D 
un C k A 1 J D F B E N M 
м|м J ЕК СОВ А ПМ ЕСІ. 
NIN F D J B А C I M L E 


052 Bb ME 


----- ---- 2. -- —  _ _ -天 -一 --- Áe -一 .--- -一 -一 


М DA'C-CB.C'-D,F'-I,J'-K,l E, L M IN BEP. 

2) RATEN E GT A Str [Eco R A. 

3) ЛЕЎ, лЁ, МАМ, h CS A,B,C, D,F, I,J UK 都 
ж. 

4) б 含 四 个 类 ,EE 和 | M, Ni RAWX, IALCL EJ MD B. D.I, K: 
AH 28. 

5) 群 G 只 有 一 个 非 平庸 的 不 变 子 群 : 1, ,M .Ni, 它 的 指数 是 З, ВЕ дЕ 
IA,C,F,IBUB,D,I,Ki, ARS C, BERI. 

6) 根据 群 G 的 类 数 知 群 G 有 四 个 不 等 价 不 可 级 表示 ,又 由 群 G 的 阶 数 为 
12, 知 群 G 有 三 个 一 维 天 示 和 一 个 三 维 不 可 约 表 示 ,1 CD 17 03-12. REPRE 
子 群 前 商 群 定 出 群 G 的 三 个 一 维 狼 示 . 元 素 在 三 维 不 可 约 表 示 中 的 特征 标 可 由 
特征 标的 正 变性 定 出 . 


| Е (L,M.,N) (А,С,Е,)) (B,D, LK) | 


“а m | | 
| 1 1 ] 1 

1 ] e "P pé? x 

ñ s 

| 


А 
E 
p 
T 


—— — 
_—— — a ——— ——— ———— 


-1 Ü Ü _ 


7) 根据 群 С 元素 的 阶 数 分 布 和 包含 的 类 ,可 知 群 G 5 TRR, De 群 不 
同 构 . 


14. 试 计算 第 二 章 第 16 题 给 出 的 群 的 特征 标 表 . 

E EGALAR, SRODA, AFHI rT 1+ 22 +22 = 12, G 有 
四 个 一 维和 两 个 二 维 不 等 价 不 可 约 表示. ЖРТВЕ, М, МЕЛА, К, 
LL IB,C.DUBILE, I1, ЕН T FIBA НТ C, ,其 中 作为 复元 率 ,! А,К, 
[是 二 阶 元 素 . 商 群 的 不 可 约 表示 也 是 群 G 的 不 可 约 表 示 , 由 疝 群 C, 的 表示 得 
到 群 G 的 四 个 一 维 不 等 价 不 可 约 表 示 . ЖЕТЕ, ALBRA B. Fi C, 
H ID Ji, YK, мінім BREE T E = КЁ D ,其 中 作为 复元 
ZIK, MAUL, МЕЈ о. D. 群 的 二 维 不 可 约 表 示 也 是 群 G 的 一 维 不 可 
тел ТЕ G 的 另 一 个 二 维 不 可 约 表 水 可 用 前 一 个 二 维 不 可 约 表示 和 一 个 非 日 
共 旨 的 一 维 表示 直 乘 得 到 . 这 样 就 得 到 了 群 G Bod ER Ж. 


BEE але PE 


— " — 
а ——n -——ə —— ——<çç—<—-R -ó —— 
= —— — - -— —— 

一 一- - 


群 的 特征 标 表 

E А BD ЕП KL MN 
"рз d d d! dq d 
y | ! 1} -1 -1 1 1 
x 1 -l i i 1 1 
X | d -i  -i i -1 1 
Y | 2 2 Ü Ü -| =] 
Y, 2 2 Y 0 l —1 


HAR D, 的 二 维 不 可 约 表示 ,可 计算 出 群 O ЕЛ ZI k zS SB ЕЕ. 
取 生 成 元 K 和 B ,它们 分 别 与 D, 群 中 元 素 D 和 A 对 应 ,有 


1 0 
D'(B) =- iDS (B) = ; 
98-1 
1 — 1 — 43 
DO =- DK) = 7 | 
үз =l} 


15. 


用 投影 算 符 的 方法 把 工 群 正则 表示 约 化 , 设 生成 元 R, 的 表示 矩阵 是 对 角 
佬 的 , 在 群 代数 中 计算 分 属 各 不 等 价 不 可 约 表示 各 行 的 基 gj, ,和 了 群生 成 
元 在 相应 表示 中 的 表示 第 隆 . 计算 得 的 二 维 表 示 和 矩阵 和 通常 用 三 维 空 局 党 
标 变换 方法 算得 的 表示 矩阵 不 一 致 ， 请 找 出 它们 间 的 相似 变换 . 


шм ЖТЖ, К, 是 三 阶 元 素 , 它 的 本 征 值 可 取 a ,其 中 ¿ = ехрі 一 2x/3i.g-— 
0,1 412. ЛЕК, 对 角 化 的 表象 里 ,各 不 可 约 表 示 的 行 和 列 可 用 К, АЕА ВИ 
жаа. SARRAZI R ZERCRULORBUAE ESTAS E RUE ФО). 


Р а» с» __ > дыт) 
R pW = TEN , P Ei = фо, 


Р. = IE tw BE, + a" R11/3. 


机 投影 算 符 作 用 在 恒 元 E E, ARATE Г ШАЙ. 


Ф = 9P EP, = (L+ u^" + wi E + Ro + Rie i 


= 38, 1E + Riw " + Rio i. 


另外 任 选 元 素 三 ,用 投影 算 符 作用 ,应 用 工 群 的 乘法 表 ( 见 第 一 章 第 15 240,19 


——— -------- 


(Xt ETT. 


$7 = 9P TP. = T? + e "ТБК, + y ТТЕ 
+ а “OR TERI + “ЕТ! + wR ТВ 
tow" "RT ТІР, - ЕТІК + wR T 
= T? +» R, + В) 

t әсері tw Кү} w R31 

to ITE a w R; + Ri. 
在 这 两 个 函数 展开 式 中 已 出 现 群 本 的 全 部 元 素 , 表 把 投影 算 符 作用 在 其 他 群 元 素 
上 ,不 会 产生 独立 的 新 图 数 ， 

其 次 ,选择 类 算 符 W = R. + R, + R, + R, ТЕА ЖШ ЖОН РЕ. Ж 
Жоқ ау R m OLB 8 ШІ), MERR A EE AT "PW 取 值 为 4,4, 4«^ 和 
0. 现在 对 确定 的 下 标 & Жі», GHE W ERAROS ЈА РЕ л AED. 由 于 
ӨЕ Tk ir Er REUS E HUP. 的 项 ， 

Wo = 3w É + Т ; Tom al DU + 347 | ' 

Wo? = JE + ТЫУ ta^ a Eon 
= B au Ф + 362. 
H e= v 人 时, W Heb e OE ЕЛЕР РАЛ 
3| r 
3 ] | 
本 征 值 为 42 和 0, 对 应 的 本 征 矢量 的 转 置 分 草 为 (13,1) 和 (一 1 ) ,由 此 组 合 出 
DREA, E, ERIT MERZ. 
рл aep oe] = E + R. + R: + T; + Т, 


р 
eu 


RTL SR, R, t R. + R$ + Ri + Ri. 
gr = (330 + Ф = E + Ti + T$ + Ti 

rw (R, r R,+ R, + R.) + wl Ri Б Ri + В), 
JE = 03) eU + DU = E + Т + Ti + T 


" + R. кр.) 3 wCR? + Е + Ri + Ri), 
+ eCR, К, 3 n 


第 三 章 群 的 线性 表示 理论 . 55 ` 
Жы Cp lPi Di l. 
Y av ИНАК Фе, ЕЩ T Т. 
V = сф. 
Ро ЕА ВАО А.А, ЕГНІНГЖ-БЕНЖ. 对 一 维 表 示 , 这 常数 
就 是 归 一 化 因子 ,对 表示 矩阵 没有 影响 ,可 以 略 去 ,但 对 二 维 表 示 工 , 常 数 的 选择 
Бел ИЕП Ж. 为 得 到 艺人 下 天 未 , Zu 1— fe my AE, Cy 一 1/6, Сур Z 1/3 Ж! Can 77 1/3, 
并 在 基 多 2 中 确定 另 一 生成 元 T: 的 表示 矩阵 ,计算 中 只 需 列 出 E, T. FIT. 的 
项 ,并 注意 ТТ = ТЕ. 
Pr = ]3E +3R, +3Ri- Т - T,- T; -R,- Rs 


-R,-Ri- Ri — Rill6, 


© 
| 


IT? + R, + Ri + ow CIL + R, + R3) 
+ (Т, +R, + 623113, 
т iT? Rt R} i wlT r R, + Rà) 


+w (T7 + R; R;)13. 


f3 
qÉWL = (1/604 E- TZ € 3T2 + 
= j- Wb 623i >27,1/3- УАТ), 
у= (NIE + ФТ + +] 
= dw — АРТ, 2471, = >Р» CT), 
Tiwi = СІЗДЕ to Tito] 
ph алм - WLl3- > WD). 
НІҢ RR IER 


i1 0 0) (01) 2 29 
—a- ' _ , Е ] Е 
D'(R)-7|0 о 0|, БТ) = 92 1 2 | 

о 0 w . 2 2 -- 1! 


— 


B Bao DUE 


EE РА ЖЕЛЕП F| ЖЕРД EBENE Eie S MEE ET E РЕЯ Р A 
ХЕ: 


PIT? = єр (Т). 
P 


vi4?- (1/66))1- E - Ti ЗТ +] 


ІІ 


H 


(1/3)] - Po 52% +2970 1, 
АРТ Тї = (ЦЗЕ + Г teni 
= {(1{3)] — Vi + 2g -2W;l. 
Vi T2= (13 HE +w Т + | 
= 0/3) - Vi, + 2WÀ -2Wil. 
对 我 们 选择 的 函数 基 的 形式 ,所 有 相位 系数 恰好 为 1, 即 cy со Мб, си = с = 
ср = сп = 113, РЕ 
үг = |T? аР, + wRi + a; + R, + w R2 
+w T? + оК + Rii, 
gi = |T? + «Б, + Ri w^ TË? + R, + a Rš 
+ wT? + o! R, + 8313, 
уг = BE- T2 T? T; + e (3R, — R, R- R,) 
+ 20365 - R$ 一 Ri — Ri»ij6, 
V, = (Т + oR; +w Ric оТ + R, + Ri 
+ w T? + R; + 683113, 


2 41 > 
ұт = |T? +w R; + Ric а Т. + aR, + RÀ 


+ eT. +R, + a R13, 
qyL-l|3E-Ti-TLi- ТА + а(3К Ка KT R.) 
+a (AR? 7 R: — R} ORG. 


通常 显 用 三 维 空间 坐标 变换 的 办 法 计算 修 群 的 三 维 不 可 约 表示 ТОНЫН 
WE ,结果 如 下 : 


PE ши 


D'R = 11 0 0j, рТ) = |0 -1 0. 
0 1 0 0 0 1) 
可 通过 相似 变换 X 5 EB ІНЕ ЕНЕ ж. 对 生成 元 R. ,有 


(0 0 1 290 
X = 


di o o! 0 o 0, 
0 1 ' 000-047 
算得 

a b <“ 


由 代入 D TEX = ХО СТ), 


= а —b 7< | 


а фо) са) 


— a t 25 + 2c Ja — b + 2с 2a -2b-c | 


| 
Sd 2а ~ hw + 20 2а + lhw — cw. 


—a + 2bo t 2002 2a — b» + 200° эн + 2bo — c!) 


ШИН а = wb = wc 113, 


16. 


! t w | | 1 | 1 
1 T -1 1 2 
А = — "s X = = w 0 L 
Al ® ® /3 | 
d 1 ] ， x сп |] 


用 投影 算 符 的 方法 把 О 群 正则 表示 约 化 , WERL К, IDEAS d ROS 
化 的 ， 在 群 代数 中 计算 分 属 各 不 等 价 不 可 约 表示 各 行 的 基 Hr HORER 
元 在 相应 表示 中 的 表示 和 矩阵 计算 得 的 三 维 表 示 矩 阵 和 用 三 维 空间 坐标 变 


(c 群 论 习 题 精 鲜 


аА 


КОРЫН КЕРЕ 20, BEI НЕ SR iB] НЕЕ. 
Ы E Op, R, PE ЛЖ, 它 的 本 征 值 可 取 u^, 0, 1 812, = 
expl – i2r/3l , E EL р 的 取 值 以 3 为 网 期 即 y+ 381 e 相 问 . TE R, 半角 化 的 表 
象 电 , 各 不 可 约 表示 的 行 和 列 仍 用 R, НЕ ЖЕК нн 来 标记 ， 先 用 投影 算 符 计 
Ж R, ЖЕНЕ ЫН АҒАН DU. 把 投影 算 符 分 别 作 用 在 Е MT, 上 得 


PT = 9P EP, = 30, UE + Riw " + Rio |, 
ФО = 9p, TP, 
= T? +q o R, + WR? + ш "| + o R, t wR 
+ EI + w R; + Ri. 
再 应 用 第 二 章 第 15 ШАН T ROUX УЕ ЕН 12 题 给 出 的 陪 集 乘积 大 系 ， 
分 别 把 投影 算 符 作用 在 T, 805; E, fs 
QU = 9p, T,P, = T, to "IR, + wTRiTt w R T.R, 
+a “R, T. 4 œ R T.R, + a "RI T,R, 
Lou PRIT RI к» RIT, 


` z “ег у-н 1 T ты мг | 
T, ко S, tw Tw VT, te S, + T.I 


y erpi 1 
+ Т, +e S ta fla, 


y 


p 一 OP S; Р, 


m 


5, + а SaR, + аз K: 


il 


T "TU S Ri To "R S: + e "Ki S: B, 


ы à 


一 M m 2 m $ ca 
Toa 'RTSR, ow RIS- Ri + a R15; 


pt] 


IS? tw S, + S Ill + e" ”十 ш) 


— 35,54 15; + аў < 4 + ою “бе|. 
其 中 8, Elut) FT 的 倍数 时 等 于 БЕЛДЕ f: Pt РЧ ЖЕ ка ЖК hk pt ЙЕЗЕ 
式 引 已 包括 O 群 的 全 部 元 素 , 因此 是 完备 的 . mE А 
其 次 ,为 了 区 分 各 不 等 价 不 可 约 表 示 , 选择 类 算 符 Wo LIT + T, + Т, 
FTT, “Жажа Ж А), А). E, T, ЖІ Т, 中 的 取 值 分 别 为 6， = 6, 
0,2-2. 现在 对 确定 的 下 标 и ЖІ», 计算 W айй ee Фо 中 的 矩阵 元 和 本 征 
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一 -一 


0080 o: 


RS. 由 于 图 数 基 的 完备 人 性, 我们 只 需要 列 出 五 , T^, T, 5, 的 项 . 为 此 先 从 


乘法 表 中 坦 得 如 下 乘积 公 


dd de раа ерада ера 
D$ = PT, = TQ) = ТУТ, - T = TT. 


ТЕ = T? = T; = ГІН = TR, = ТУК, 


T.T, = ТІГІ = TS,- ТҮЗ, = T,S, = 


T.T, = TIT} = T. = ТЕК = TR, = DR 
TEA 
Wo =3T 1+w ti + + = 3а (36.4 _. 196 
We? = T ll + a" wet" 
+ glo a b aw "b ow + ow + o 
= w ^ (1-98,8, — 384 — 3042077 
+ ё) (39,4 一 097 
Wo = К} ау + o” айта + L; 
Tis. te" Ya | + te 
= 8,(38,, = De "D + a E 98,9, 
– 38, -394)07, 


МФ -38, a Tile + "| + ° 


一 36., 4036, БЕ De, 


p 


, 它们 在 W cx ФЕН); 


E 
“= = ч 
E 


T., 


£ 


Т35; — T*, 


S,. 


十 к.а 


Шису-0 4, 有 四 个 基 , Фо’, Ф, oam eg, W 在 这 组 共 中 的 矩阵 形 


式 及 其 本 征 矢量 为 
6 92 o í |! i | [р 
i 0 4 6 з x 3 E -1 | 
6 4 0 0| | -3l | i -1 
0 2 0 0; 1 ЕН l-a; 1 


AAF08212 6, -6, 2-2, 相应 葛 本 征 函 数 分 属 表示 A А, Ti 和 Т;: 


66. EJERNE 


— — -— Tr — 
一- .— Ды. 


— Í — - 


Vy = O34 OU + ФР + жуз 
- ER, Rit T2 + T? + T2 + К, + R2 
TR thi R, +R +T,+ Ti + T. + Т? 
+ T. + T, + Š, + Š, + Š, + Š, + S, + S,, 


Vu = Фу /3 + Фо -pE - Фә уз 


| 


E + R, + ЕКЕ + T? + TŠ + Тт + R, +R 
+R, + Ri + R, + Ri - T, — T: — T, — 13 
- T,- Tl- Š, -5,-5,- Š; - 5,- S,, 
Vo = bal Фу - Boo! + Фу — Ó | 
= ӛ,іЗЕ + 3R, +3R- T - T-T- R, - Rš 
-R,-Ri- R, - Ri + T, + Ti + T. + TŠ 
+ T. £ T + Š, + S, + Š. – 35, – 35, - 3S,!, 
WQ = cml Dh - Фу -Po + Фу! 
= cml3E + 3R, + 3R1 — T — T. - Т – В, - R: 
—-R,-R;-R,-Ri-T,-Ti-T,- Ti 
—T,-Ti-8,-8,- S, + 3S8, +35, 3541. 


БУЕРБІНГІН ЛІ — [E SCR ACE ал, 这 常数 就 是 归 一 化 因子 . 对 表 
КЕ ЕУ лы, URE, 人 对 二 维 或 三 维 表 示 , КЖ ЕЛЕН K, 
因此 暂时 保留 此 常数 . 

Miu = 30 Hp, Wd, DU ФО Ф, W 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 及 


REA EN 


000 =a") (h 1 | 1} 
| 
0 0 “|, i3j, |-1 |, -11. 
Í I 
аа” О | n - 2af : Za") 


本 征 值 为 0, 2 和 ~-2,， AB BAS ТЫК E, D, 和 T3: 


үе = apn PP + 97 i 
=a, E+ Ti T* + Ti w"(R, + R; + R, + R4) 
+ “(Ку + В + R} ! К}, 
gph = b IDP - ФО! -api 
= &,l3E- Т — T^ - Ti - 28, - 28, - 25, 
+ "38, -R; - R,- R, -21; - 21", - 21i) 
t w (3R? — R2- Ri Rji-2T, -2T, - 21,21, 
Pa = c e — ФО + 2 07 
= <.ІЗЕ - T} - ТА - T; - 28, + 28, + 28, 
+w "3R, - R; — R; R, КТ à 2715 + 2T1) 
+ a” (3R? — RÈ — RI- R} + 2T, + 2T, 2T.)]. 
"uti 3 时, AITA, ФО, ФУД ФР, 在 这 给 基 中 的 矩阵 形式 及 
HEIEREN 


(510 0] iL |, 
本 征 值 分 别 为 0, 2 1—2, ЖАНЕ Son Е, D, ЖІ T: 
V5 = an PR + Ф, 131 
= u iT + 113 S11 S, Р "CT +T + S. + S) 
4o T + Т + 54+ S), 
PE = 25,129 + Ф – Ф. | 
= b, (2T. +263 + 2R2 + T. + Tt + Š, 38, 
+ "ОТ + 2R, + 2Ri + T, + TÌ + 5, — 354) 
Fo 2T -2R +2R + P, + T. t Š, 一 35421, 


F. a ! ым a) 
Y = сл12Ф,, b + o, | 


` 62 * uu | желіні 


-c,:2T; 二 2R 1 2R- T, - T S, +35, 
to"(2T5 -2R, 4 2R} - T, - T? — 5, + 3S,) 
+ af21 12R, + IRI Т,- Tí S, 35,):. 
当 „=0 50 В], 有 两 个 基 , DIUI OS. W 在 这 组 基 中 的 年 阵 形 式 及 其 
RURE 9 


( 0 — Da 


| [ 
i-2e7 0 | _, 2 . а 
未 征 但 分 别 为 2 和 一 2， 相 应 的 本 征 隔 数 分 属 表 小 D, PTS: 
P= ba ФО — о "Фо | 
ba T+ R, +R- T, Ti 8, 
T.- T° — S.) 


a CDS + R, 1 Rš 
+a (T + Rt Ri Т,-Ті- S), 


[2 т. KE 1 
JT; 一 ny. |. doc e | 


Dx 


II 


c IL Ret R+T, + Т +5, 
wT? R, + Rj- T, + T; + S 

б СІЗ RARI T. + Ti + Si. 
М y=0 ЖІ из2014, PT E, ФО ФУ, W ЕЕН ЗЕН ЕЕ X МОН; 


АЕК 9 


ЖЩЗ! 2 和 一 2, ЖИЛОЕ ра 3 y DUBIE T 
ті- bd c “Бо 
= b TDRRQCERI-CT,-8 - T 
Фот + R +R T. — S, T) 


' 3 x 1 
+ a (T+ R + ЕЁ Т -57 Tilt, 


-——— 一 -CC -一 -一 一 
一 


Ya Cz pA! 
Y "a PIT | Qn | ous Ф j 


ы 


=c TAR +A Rig T. t SQ, T] 
Fe СТІ R- Ri - T. + S, + Ii) 
+ (ЛУ +R +k +T +S. + TI. 


Pot ЖЕ ло E ВЕН. ХЕЛ r R, ИНЕ ВЕ ӘЛІН, 
我 们 要 计算 另 一 牛 成 死 T. 的 表示 年 阵 . SB 2 L лк, ДАЈ, a — 
аут v 12, 
E+ Pl 4 15 T5) w (R € R, + R; t Ru) 
+ wl Ri RI + Ri Ri), 
g = ЧОТ + TL+ S, r S, Cc (T, + Ti + Š; + S.) 
+ lT, + Ti +S. + 5,21. 


ie di ЯН EAT, ВОЙ. 


TAE = УНІЗЕ +з VA, 


rubis dem H: PE 
| eu ( | Nu ,0 1 | 


D (R) = 


* 
1 


(К om)!» |l 
F: BR H, o Hi xg Ну ПЖ А -+ dj n Ен vi 1/12: 
қағаны : 
х T. si S DEUT) VS, 
P 
yE = y IZIT, + Ti + S, + Š, r CT, + Ti + 55 + S.) 
(Т +T? - S, + Sii, 
YE, = «ЕУ Ti + Та Тїз wR R; + Ry + R.) 
+ w (R? - Б ~ В+ RDG 


用 不 变 子 样 D, BJ л ВА Аа EU XR Ел 


— 


| -1 -43| 1 Ü 
б ку = D'CT,) = | | 
I3 -1 0-1 


T] T2 | 


X =- - 
Тү T Lt.] 
再 代入 рТ) ХЕ XD (T.), 
uns x` | x n) 
Lu ЕНЕ PET TN 


解 得 TI, IH— 4a t8 


x г | a - 1 |! NI 


БИРЕП (421p d 
现在 计算 生成 元 在 表示 T. ЧОКЕ. DUREE AGE oS, 取 归 一 化 的 基 ， 
Бы = TZM фи = ba = У 1718, 
wh /I213E + 3R, + 3R} — T} — T - Ti - R, R3 
р. - к-р, - Вз T, + Т, + T, + Т, 
+T + Ti +5, t S+ S, - 3S, — 35. - 25,1, 
yh ABUELA Rat Кї Т, Т, S. 
+w lT? + R, + Rš — T. Т 5)) 
toC + R, + Ric T, = т — 5,){, 
у = 18 TL R, + Ri- T, Т. 5: 
d wl T? + R, RIOT, = T, 53) 
к (Тї + Ry + RÉ T, — Ti = 5501. 
计算 中 只 需 列 出 EE，T? 和 了? 的 项 . 注意 1,5,-5,7,- Т. 


T. = VATES T} -3T + 
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— — Ex — Tsh 


= (1/3)| Wig — 204074 — 2a V1, 
ТӘК = 118|- oE -e T] +l 


(1/3)1—- 2040 -2w Via + Fais 


TÆ = s 1/18|- w E -eT + 


(1/3)! - 24^ 更 用 + Vi 2e 1. 
тірі ее В 


09. 
| 1 —2wm — 2 
Dh ( T.) - + —-2w -2w L 
— 2 1 一 2 


КЕЛЕ. ИЯЛ КАЙ ЕН ЖАННА. yon np epi ВС 
满足 函数 基 的 归 一 化 条 件 , 而 相位 由 表示 矩阵 的 形式 和 如 下 公式 确定 ， 


ут, = X Da TOF. 
Р 
gn Т,= ITHE + T+T, + 


= + 一 Ҹо! —2y Y, 


ws Т, = «ЛПЗ wE — 2 T — Ti + | 
= l iy^ 209 - 22^ V) E, 

w^ T,= VI Е оТ т Тізе 
- + i 2e — 20 V3, 


E eta 


56. ЕЗЕН 

ta TIA ROGO RO T - TÀ S.) 
+o T? + R + Ri- T. TL 54H, 

уп = IMST- R +] O T Т S, 
+w I? + R. + Ri- T. -Ti — 5) 
te tT? tR +R D,- T. 5,0, 

үз = v3E - T? - T} Т —25, -28,- 28, 
+w 3R, - R,- R, R,-2T| - 2T; - 212) 
+ wl3Rİ — R? - Ri- Ri- 27,- 27T, —2T,)1, 


1272 4 2R; + 2Ri 9 T, t T; í 8,— 35, 


© 

[ 
* 
3 
= 
L 


+ {IT +2R + 2R2 + T, + Ti | S, - 356) 

кесті +26. +2853 T, + T, + S, — 38,20, 
vh = 1721215 € 2R, + 2R$ +T, + Т3 + 5, — 35, 

(ОТ? 2R, + 2RZ + T, + Ti + S+ — 35, ) 

+w (215 +2R, 2R + T, + T; + Š, — 35,01. 
фр = УТТІЗЕ- ТІ. 7%-1711-25,-25,- 25; 

+ о(зк, — R. — R,- R, 2T; — Т - 211) 

Law(3Ri—-Rl-Ri-Ri-2T,-2T,- 2T). 


用 二 维 空间 坐标 变换 的 方法 得 到 的 表示 年 阵 为 
0 0 1 ° -1 0! 


D^(R)-| 0 0, D (T.) = | 0 0 
iQ 1 O! o o U 


рт pap v БР" 的 形式 相 联 系 . 由 Y D (R )Y=DNNOCR I), 得 
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ivi yo уаш? 
PHRA Di (T )Y=YD  (T.), Е-Е 
— yp = (у 2уҙа- ууш )/3, 
уу = (C 252 — 2:303, 


у, = бу = 2yse ~ 2v 013, 


18 Ур № о Ма cu , 当 一 化 后 ` 得 


l ar ea | l 1! 
| | | 
Y = — әзі. Ү = = ? Ds. 
7 |! 77 2 | 5 аз w | 
Í t 13 w m 1, 


对 Т, ER, 如果 选择 系数 c. = b. ЯНА Р: WU JFK, 与 Vu 相 比 较 . 
与 子 群 工 相 联 系 的 项 系数 衣 同 ,与 障 集 相 联 系 的 项 系数 相差 负 号 , 因此 表示 矩阵 
D: (ЕКЕЖ Dh ROM D^ (КЮ) BE. 


和 三 、 分 导 表 示 和 谤 守 表 不 


k 设 群 G 的 阶 为 eg, TEH) DSE, Тс. Т, G 的 子 群 , BU h. TR 
数 为 n = glh, AREE RH, 2r n. ЖЕЕ =E, ME G ЕЖ n] K 
YRT.. WE РОС) С В 71 т, 维 不 可 约 表 示 , 把 表示 中 与 子 群 H Ж#Н 
эе ЕРЕ ГУ CT, Mk, RTH Н 的 一 个 表示 , 称 为 群 G 表示 DD (G) T T 
群 H 的 分 导 表 示 , 记 作 D(H). 分 导 表 示 一 般 是 可 约 表 示 , 可 按 子 群 的 不 可 约 表 
ж DIDA 


X (T N -Фа, PCT, т, = >a, m, , 
М F: 
l < ` 7 1 * 了 ғғ _ 1 ` — " ж 
да = + Хут) уТ,) = п 2a n DOG) үз. (3.9) 


其 中 m, 是 表示 D^ (日) 的 维 数 . 
ж ОНИ. E D° ОНО Т 2 [B] BJ B: J pu 


— n — 一 一 一 一 一 


— La 
Pré, = 2 h Dal T.) 


定义 由 二 PR du. ЖЧ у= vu. 由 此 得 到 的 由 nm, 个 基 ou AREE ЇН] С 
保持 不 变 , 可 以 用 下 法 计算 群 G 的 bam, ERRA OG). М G #70 S. 
逐个 取 p, 计算 SR, УШЫ RT, ER, HF u A: Se PH S 和 r 淡定 . 由 
T 


Pa, 一 Pa py B Pa Pr, 一 254. D. CT, ), 
得 
AL UC) = Ж.(Т,). (3.10) 


这 表示 AGRATE H ЕРОН) ЕС 的 诱导 表示 . Eden RUE 
约 表示 ,可 按 群 CG 的 不 可 约 表 示 D'CGOHE 


Y A(S)Y =b, D (S), (іт, = У, Ват, 


3 


ba = LE GY HS) = „>л б) x (3.11) 


计算 元 家 sS 在 诱导 表示 中 的 特征 标 六 (1S). RLR S {ЕЙТ С 中 所 属 的 类 为 
С, ES "Қау ЕЛЕК. 这 些 元 素 可 能 有 些 在 子 群 H 中 , 有 些 不 在 于 
群 中 在 子 群 中 的 元 素 则 构成 子 群 H 的 若干 类 , 记 作 Сз, 其 中 8 EUST HR. 
че S ЕНЕ ЖЕТЕН, 则 不 存在 В. 设 类 С, Юё пд) ж, fc 
子 群 不 可 约 表 示 天 人 站 中 的 特征 标记 作 xs 

BO. 10550, REH rud, Ё SR, = K,T, 时 才 会 出 现 表示 矩阵 A CS) 
的 对 角 元 , 从 而 对 特征 标 y CS) = xL ялы, Жей, АЯ ЕС, 中 了 包含 属于 
HEH 的 元 素 时 才 会 有 不 等 于 零 的 特征 标 x(S). Е SR, = R,1, 的 不 相间 的 
R. MEUS Ku, Hob T, 依赖 于 S AR, MTE HAX C, МІ yi = XK Xi. 

根据 第 二 章 第 10 Ж], ЖЕ G 中 满 正 SR = КТ, Юл R TRH m (a) = 
сто» ЖЖ BJ R — Ж n) 以 表示 为 RT, 的 形式, 故 有 SR, = 
ктт, ут Y CTI T; Sx CE 另 一 方面 , 在 子 群 H P WIE 
TTT, =T, 的 元 素 T, 的 数目 为 六 (8) = hin (B). E RIT, 满足 S(R,T, ;= 
(TO T, MJ R T.T, 也 满足 此 式 , 它们 对 特征 祭 x*(S) 的 贡献 只 是 一 个 у, А 
而 Қ,- т(адіт(8), 


xs = kata) 2 Uo (3. 12) 
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一 上 л 


其 中 子 群 的 类 忆 , HEET, 都 属 群 G 的 类 C,. 不 同 的 类 C, 对 应 的 类 CG, 显然 不 
i, 对 类 a 求 和 也 就 包含 了 对 子 群 的 所 有 类 已 , 求 和 . 因为 y CS) = y (R^ SR), 
由 (3.12) 式 很 容易 让 明 (3.9) 式 和 (3.11) 式 中 的 两 个 重 数 a, Mo, MF: 


1 a _ E 
в. = na) (CY = ТӨЗЕДІ Z$ = ap. (3.13) 
(3. Do UE SES ERE Frobenius) E Ж. 


17. 用 诱导 表示 的 方法 计算 D. , 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 . 

E 0, , 群 包含 一 个 (2z + 1) 次 轴 , 称 为 主轴 ,后 成 元 记 作 Cu, ЕНЕ 
面 有 等 价 的 (22 + DT Uh, 代表 元 素 记 作 С. 因此 D. ,1 群 的 阶 g = 4n +2, 
类 数 z = n2, De RARA- -HEA 个 二 维 不 等 价 不 可 约 表示 . 

ID ， 群 有 一 个 指数 为 二 的 不 变 子 群 Cao 陪 集 由 所 有 垂直 主轴 的 二 次 轴 苇 
动 组 成 , 商 群 是 二 阶 群 , 它 给 出 D。., 群 的 两 个 一 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 分别 记 作 
A ЖІН: 

ПС) = DË (Caa) = (Су) = 1, D'(C,)--1. 
AVETE Су. ПЛ ЛЕЙ, (2n + D АИК Яғ. 基 分 别 记 作 
ғ, 063 2н, 满足 

Cua = e emnt) Vr. 
对 应 地 定义 另 一 个 基 史 = Су, A 
Cy dr = P, C #' — ұу з 
Сз ф — NU ntl Ф , 
Шер ҮА, Ca. С> = СС OE EI , 得 I»,, IE 71 个 二 维 不 等 价 个 可 
级 表示 , 记 作  ， 


балы Ü 


О (Съ) = | " qaos en) ) i 
| ° 1! 

D* (Cz) = | 

0 


其 他 ; 得 到 的 表示 , 或 者 是 等 价 表 水 , інен! HE. 


е 群 论 习题 精 解 
18. Нл БР Т, ЕН ЖАН Ан ж. 

# TD 和 群 包 售 一 个 (22) 次 轴 ， 称 为 主轴 , 和牛 成 元 记 作 CL. ЕН ЕН ІНІ 
(2n yh АКЕН, 分 成 分 别 等 价 的 师 组 ,代表 无 紊 分 别 记 和 作 Cr C = С,„С, = 
C Со. 因此 TI НУ е = 4n. EH g =я+3, D 8£4 pu T — 2E fa (н 一) 个 二 
HET SHE 2 Kes. 

D,， 群 有 三 个 指数 为 一 的 不 变 子 群 , — TAE F BG АЛ В) С EE, ВЗ Ш АТ 
tg see ains, 商 群 是 一 阶 群 ， 给 册 D. BE BJ BI 4 Л S r + 
HIRR, АМР А, A: 

D (Ca) = D^(C,) = РС) = 1, DY: (C) = —1. 


Ies opis Cx n B rag p UR TRE C. C, MEER ERAEN -组 
一 次 轴 转 动 , 分 别 得 到 D, SEU ТУЕ LO AREE E, 它们 的 商 群 的 反对 称 
表层 得 到 p. E5935 РЕ T — E S SE fr RTZ RU, г B, 和 B. 

Dh (C. ) = D^(C,) = D(C) 2- 1, D^ (Cs) = 1. 


TUE FEE C МЇ Ж, 有 (2n) 个 - 维 不 等 价 不 可 约 表示 ， 基 分 别 记 作 
J. 02n -І, ЖЕ 


мын XB -TE Ф Cu. fl 
C, yr — 2 ; -% -- gr | C. - е" | 
KIG- 1, E D, RO СВАИ т, IBE E, 


eU (I | (9 | 
pë, ( C, ) = ， D (Ca) = | | 
. Ü Ü 


en | 1 


其 他 ; 得 到 的 表示 , 或 者 是 等 价 表示 , X der don. 


19. 试 计算 立方 体 固有 对 称 群 DO 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 - 
解 ” 用 两 个 方法 计算 ， 一 个 是 利用 不 恋 子 和 群 的 商 群 性 质 来 计算 , АН 
入 表示 的 诱导 表示 方法 . 

Sj AREE OQ 有 五 个 类 ,24 MLR., ERRA z аң aj НІК ЖЖ С, 
和 绕 e 1 e 1 e, 方 门 转动 2mj3 fB hg С. CC, = С, SE x Mie 轴 正 向 的 分 
贡 平 分 线 方向 转动 并 第 的 元 素 ， 这 里 为 简化 符号 , 省 略 了 C, 和 C, F +h КЖ. 
XH Hoe -—1{ лж BJ SF 32 PIC. нос RETE OS F, dc^ p ЫЕ zJ 


жо таралы б. 


"ло НЛА С,, BAER, Байт JE J лж FUIS СІ, ®3 Фл, 
由 个 三 尝 轴 的 转动 元 素 构 成 类 C. 8 TOUR. RALIKAR ITUR ЛЫ ШЕ 
С,, & 6 76. ONES nm T AS fp у, 维 数 分 别 趾 1, 1, 2, 3 和 3. EH 
为 所 有 类 者 是 自首 类，O BEI ETAT AR Н] Eg МЕНЕ, ТЕШЕП МЕ ЗЕ 
BÉ JH ОВ», C E E ЯС МЕРЫ, BAERT D, 群 , ERES 
O В Е ЧР, "ER uB ФАНЕР ЕЗ 
D(C) = DG) = D (C) = 1, D'(C,) = 一 上 
| 1 O| | | 
D'(,) = ， D(C) = > 
T Cd 243 – 1 | 
一 个 三 维 本 可 约 表 示 Т, ЧН CHETS RI AE ke h ЖӘЙ: 
+ -1 0 '0 0 h 
| | | 
| O 中 phe ро 0. 
0 1 0: 


рз (C) = 


0 ü l 


yu — саржа Т, 等 于 了 | 表示 与 一 维 反对 称 表示 BHAR. Ре 
全 确定 了 O ДЕРИН ЛЕН ЖК k EFFE, FTN. 
再 用 子 群 表示 关于 O 群 的 诱导 表示 方法 重新 计算 . WTR D, CE z% 
Hy Vg PEE ку 平面 的 四 个 二 次 轴 构 成 , 两 个 相 邻 的 二 次 轴 转 动用 符号 S RIS М 
in. Hob s ЖЮ. 轴 的 转动 ，S 是 绕 和 vy REUS FP) ARCU SI EO. PR 
ПЕЛЕ ЕШ F. 
О 群 的 特征 标 表 р, 群 的 特征 标 表 


. 24 х ] 
y CE) - m 一 3, ж (C) — 727775 5 


O2 HJER 


一 ———.nFT-.. а 


24 


X^ (С) = gm lx1*2x1ll = 3, 
ХСС) = XA --1. xy^(C,)-0, 


1x3 -3»x3 +6 х(- 1) +6x (— 12 + 0 = 48. 
因为 特征 标 与 恒 等 表 示 的 特征 标 正 交 ,所 以 这 表示 是 一 个 一 维 表 示 B 利 一 个 二 
КЕНЕТ. Ж В, ETEEN $, ELE 4$. = C,06,. Ф = СФ. Pri ë: 
C,C, = Ci C; 是 绕 y Же 轴 正 向 角 平 分 线 方向 转动 x 角 的 元 素 ，C4C3 = CS 是 
56 y 轴 转 动 3л/2 йоз, 得 
С.Ф = Ф, Суў, = $y, С; = ó, 
C, $, =- $, C 9, =— $; , С.Ф; -- $. 
-1 Q0 0 | 0 0 1 


D(C)2|0 0 -1|, D(C = |і 0 O|. 


0 -1 0j 0 1 0j 
ERRER X, 正好 得 到 表示 В 和 表示 EE ЮЕ: 
1 0 2) -19 0| 
X= 1 -43 -1|, x" D(COX = | o 1 O| 
o 0-1 


220001 
X"D(C)X = 410 -1 -/3. 
ТЕГЕ u 
对 D, RER А, 关于 O 群 的 诱导 表示 , 有 


. 24х2 х1 _ 
жа- 1-3, уЗ(с) = рур = 1, 
үз (Сї) = D x1*42x(-1 2-1, 


; 24x2x(-1). Ar ү 
re) = — у = 1, үз (С,) = 0, 
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1х3 -3xí(-1y + 6х1 -6x(-1Y +0 = 24. 
RETRA T 取 A. 表示 的 基 为 у, E SE 2, = С, 93 = Сф, ЖІНІ 
C,C,-CiCbH С, С C.S. 得 


Cid = Has C = 


; 
bs 
С 
$ 

| 
= 


Cid, = du. Суф = ds, Саф = — d. 
ilo 0 (o 0 n 
б (С) = 0 0-1), D^(QC,)-]|1 0 9. 
0 1 0 0 1 0 


ІНЕН PR T K Er И FR 238 — 4 PA AF8 (1,2,3 0830). 
对 Р, АВ, 关于 O 群 的 诱导 表示 ,， 有 


4 >x 2 х (— 1) 
y CE) = ax = 3, y“ (Ca) -- 2 <(-1) = -- 1, 


8 > 5 
y: (C) = all x1-2xi-Di--1L 
y: (C. ) = 24х25 | = 1, үз (C) = 0, 


|хї?+3х(—1)°+6х(—1)°-4 бох V +0 = 24. 


ikan JR T .与 前 面 一 样 计 算 ， 由 于 只 是 C, 和 C, ЕЕ >, 表示 
T, EE T, 和 和 反对 称 表 示 B ИЕ. 


20. 用 诱导 表示 的 方法 计算 正二 于 面体 固有 对 称 群 ! 不 可 约 表示 的 特征 标示 
饪 ”正二 十 面体 对 称 群 1 包含 6 个 五 次 轴 , 10 个 三 次 轴 和 15 个 二 次 轴 , 共 60 个 
x. 次数 相同 的 轴 都 也 相等 价 , 月 为 双向 轴 , 因而 了 群 包含 五 类 , ЖИЕ F. Cs. 
(L.C, 8 C,, 分别 包 含 元 素数 昌 为 1, 12, 12, 20 和 15. H 12 r 32 + 32 +42 + 5° 
_ 60 知 1 群 的 五 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 为 1, 3, 3, 4 和 5, 分 别 记 作 A, 
T,, Ta, СЯН. 表示 A ЖЕН Ж. 

1 群 不 含 不 变 子 群 ， 卫 个 较 大 的 子 群 为 Т 和 BD， 它们 的 特征 标 表 如 下 (w= 
е 3 ye ,p= nt 1-(/5-10/2): 


_ A. _ u ЕЕ | КЕЕ 3] ERKE 9T 


D, 群 的 特征 标 表 


A: | І | 1 
г 2 p -ор ! (1 
Е; 2 -pl ү i} 


АРТ ТЫН АУК A 的 诱导 表示 , 有 
Y EJ-5, yx (C.)—- Уу (С) = 0, 


PD) < 3 > | 


Ay y МАЗА 
х0) = RI ^b 


м, у 60 КО 
XU = r nA 1 + 4 x 1) = 2, 


x5 + 0 ыда 15 x I? + 20 x 27 = 120. 


因为 特征 标 没 有 人 负 的 , 与 但 等 表示 不 下 交 , 所 以 直 和 中 包含 一 个 恒 等 表 小 ,特征 
标 相 减 后 得 1 群 的 妇 维 不 可 约 表 水 C 的 特征 标 ， 


x (E)-4. x = y (Cs) 一 一 | 
x (0) = 0, yC) l. 
I T RRR E 的 诱导 表 小 ,有 


ҮКЕ)-5. 和 (= 和 CC) = 0, 


кеу 0x3 _ 
x Ca) рх 
x (C3) = MENT X eic 4 x w^) = 一 l. 


1552-0-04 15х PD + 20 >x (— 1 = 60. 
жЕзжлн H 的 特征 标 . IH T 样 不 可 约 表 示 的 请 导 表 示人 不 日 能 区 分 С, 
Rm c3 两 个 类 

对 Beon К, АТАК, Н 


D. x 2 DEM GOxXZXpD _ 
y (E) = е = 12, Y (Cs) = Р 


D 
23, 
| 
С 
ж 
һә 
ж 
| 
x 


s) а рур Р 06) = y" (С) = 0, 


2-65- 1V2, р! — (5 + 19/2. 
1 х 122 в 12 х p^ 12x (— p!) = 180. 


jd ЛП] КЇТ Йй. EDT dos G UH 的 特征 标 吏 不 正 欧 ， 
所 以 直 和 中 各 包含 一 个 G Н Aon, 特征 标 相 减 后 得 T ВЕЙ Атру T, 
的 特征 标 : 


x (EY)=3, y"(CO)- p. (С) =-p, 
yC) =- 1. СС) = Ü. 


对 D. Ez E, 的 诱导 表示 , 汗 算 中 只 起 把 C, 和 C: 两 类 的 特征 标 换 一 下 , 得 
T, 表示 的 特征 标 . 最 后 把 计算 结果 州 于 下 雪 . 


I 群 不 可 约 表 示 的 特征 标 表 


21. 分 别 订 算 1 群 各 不 可 约 表 示 关 十 子 群 Cs .Ds Til T 的 分 导 表 示 , 按 子 群 不 中 
约 表 示 约 化 所 得 的 表示 种 类 和 和 个 数 . 
fg 1 群 不 可 约 表示 特征 标 表 已 在 20 题 算出 . Ds 群生 样 的 特征 标 表 也 在 20 Яй 
әлің. C. ЖЖ ЙЛ. КИЕ УШ. 汗 竺 中 重 本 的 十 确 定子 群 元 素 在 1 HE 
由 所 属 的 类 , 从 而 在 1 St] PED bre А HH 的 特征 标 值 , 然后 利用 公式 (3.3) 
计算 ( Жл 22 3: C, D. AT 的 分 学 表示 的 约 化 . 这 里 略 去 计算 
РА, АНЯ. 
dep HEU КІН ЕЕ: 


7 = exp' — 2} 5. ” P 0 | т. 


__ p 1 — y — 9 - Т. = CX? т- 121231 u 


` 76 — Bc 


— n c -— 一 一 一 


----------. - 


ІНЕ C, ЕТЕНЕ 
| XT Cs РЕР МЕНЕ 


———— — —À ~ 


——— 一 一 — 一 一 


Al 
3 А2 AD А5 
T. 3 -p o pl p! p АФ AD А, 
{; 4 -] -L -і -I А) А: A.D А,» 
Hi 5 ü ü Ü 0 | ACD А, ) А, A А: 


I 群 表示 关于 子 群 D, 分 导 表 示 的 约 化 


-一 一 一 - 


A |] ) | 1 А, 
Г\ x 3 p -p -1 А.Ф E, 
T; 3 _ р p - | | A30 E; 
G 4 — 1 -1 > EC) E, 
5 A G E CD E; 


F | 1 ] w w | 
3 -1 0 0 BEEN _ —. 
E $015 d 1 | i А 
Т, | 1 -1 i O r 
Ta å -į n 0 Т 
са 8 | | x AD T 


H | Š ! -1 -1 | ЕФЕ @ Т 
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22. ЯВІЯНЕЫЯ ЕІ, 正则 表示 关于 子 群 C. .Di RIT, 894r 5 XU LEE 

МЕСЕ A E59 TP iS ЖЕ Ж. 

Ы |, j. J SUJE[SDA ABE. 它 是 1 群 和 二 阶 皮 演 群 V, = IE, cl BJ BOE. 由 于 
ZER = 可 与 五 群 中 所 有 元 素 对 易 , НАСА РАВО, ЕА ER PHR 
ЕНА ЫЕ, WREG LEL LOBHEORSRÉPASUIESXEOCROEÉBE 1 ER V, 各 不 
等 价 不 可 约 表 示 的 直 乘 . 根据 D(a) 一 1 和 一 1, TE 1, ЗААГ КАЎ Г, ЖІ 
D. ЖР ГАЕТ БАИТ RR, EY A, T, T, GHR, gA uŒ 
£& У gerade ЖІ ungerade ЯЯ 5 . 

о, Т, 群 也 是 1 型 非 固 有 点 样 , ПЕ Ж НТ deco uii ЗІНІҢ 
ДЕ С. , D. në T fg EE V RESTE An) EDS, 同样 按照 空间 反 演 
o 在 表示 中 的 坡 值 而 分 为 y ly, 表示 ,其 中 是 子 群 的 不 可 约 表 示 , 因此 1, Hf 
KAT ааа F OFE CDD;; 各 ,的 分 导 表 直 的 分 解 与 上 串 给 出 的 结 采 不 相 
нім, HELL ЕКЕ к 述 是 ,而 正 风 表示 是 各 不 等 价 不 可 约 表示 的 
贞 和 ,各 表示 的 重 数 等 于 表示 的 维 数 . eek DEDE КЖ КЕ ЖЕЛДЕ 
Ж. 号 得 到 化 则 表示 的 分 解 式 . 

我 们 也 可 用 特征 标 方 法 直接 计算 下 则 表示 的 分 解 . ЖЕЛІН, RAT 
的 特征 标 等 于 群 的 阶 数 , ИЕН ЕРТ. 由 于 包 会 反 演 的 元 素 的 特 
ыы AE, ТЕ L 群 的 止 则 表示 分 解 式 中 表示 六 AD, 的 重 数 一 定 是 相同 的 、 内 
此 我 们 只 需要 计算 1 群 的 正则 表示 ,作为 子 群 C. D. 和 T 的 分 导 表 示 的 分 解 ， 
SEES GEAR y 扩充 成 y Яу, ШШ]. 各 子 群 的 特征 标 已 在 上 题 中 列 出 ， I & 
ЕШ КЇЙ УЙЕ, {Н Л 60. 共 他 元 素 是 零 ,按照 表示 分 解 的 特征 标 会 DA 
а ураа. F iti PPA IE 1, 铬 正则 表示 关于 子 帮 的 分 导 表示 的 约 化 


"ho. 
对 C. HÉ, 
D = А, A KC A, C А, O Ax Аз, 
B Ap ALCO A 5 Аз! 
对 D, 8. 
D = 6А. C An ФА», Ф A; CO 2E, COE, CD 2E, CO2E,!. 
xpo, HE. 


D = А, O A, C F QO) E, CO E, 9D EL CO DIT, ФЗТ, І. 


а ВОХ етти енен 


Ы» 群 论 习 题 精 解 


-一 — — — ———- 


23. 正二 十 面体 对 称 群 I 0J ú = d Ж ГРА С, ЖІТЕ T Xx = PJ 36 F 
TORES Sh, ЖЕ Т, 是 绕 > 轴 转 动 22/5 AELA, R. }&9 n Jr e] F 50 
2x13 有 的 元 素 ，5 和 S 分 别 足 绕 m rin у 种 转动 x 角 的 元 素 , Нер n 
Jim E IOS 9,, Ir f829 l5, ТУН ЕН a, HERNE, тап0, = 
3-У5, tang = (5 - D)/2. 通常 取 Т, 和 S, ТЕЛ TREE EUG, T, 的 表示 
SE DE Rcx АЛЕ, АНЕ moo И R, 和 S. АЕ Е. 

Re = S TiSi Ta S, = TaSi Ti Ras 
Dh(T,)-7 dagl7 1.4 11, 
(Т) = disgi qm эў b. 

ОЮ (Гь) = фар! 22 1,72 ^i. 
D'(T,)- digi m. 1g mH. 


[p 42 p | 


Dh(S,)- | -1 —У2|, 
Мы 


lp —/2 р. ; 


-p J/2 p! 
D*3(5,)- l J2 = l J2 , 


š 
| p .2 一 pP , 


[-1 -p -p | 
EET B | о” ' 
/з\— p^! — 1 1 _ P | 
1-р -bp - 
М 2р) v6 2p 5 | 
ud p -46 -p' -2p | 
p'()0-liy6 -/6 -1 vő de 
| 2p -p° vó p -2р” 
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м ”计算 中 要 充分 利用 T. 的 表示 矩阵 是 对 角 矩 阵 这 :特性 . 把 R. 和 SRA 
ЕЛЕНЕ, 相 乘 时 要 把 矩阵 元 素 都 表 为 y HER, HAHAE 


d 
| ў — () ; vi -ri __ 9 . 


з 
ag cb 


|625-29 —- 1-2y -2y - 485. 
恒 等 表 示 不 必 计 算 , HERREN ASRA : 
[— р р v2 7 + р 


Dh (R,) = 二 м2 9 一 | -4259 |, 
" 
тір Ay от. 
00001 
DhG,) 2 |o -1 O, 
1 0 ol 


го 0 
607 үт -v-y 0-7 
' > 3 _ 4 
ú T 7? `! т) Е 7 1} " 7 
МЕРЕ т SELL) 
3 3 2 3 4 ' 
- 1 -2 9 7+7 7 
(0 0 0 r 
0 0 2 
! 00 


六 《Re ) 
-1+—1[ — 2—2] Мб 2+ 2m -1 + у 
-2-20 -i-q*q -Jóy їз+ү 2р - 2y 
] r= ` 一 一 
= & 460 -467 - | “өт “Өтү , 


| 
2 + 20р [+з "Ts _ 1 + 2 y 2 + 2⁄2 x 
| 
) 


“(у= 0 0 | O0 Ol. 


х2 
| 

шо 

= 


Uu, rra ау e P TON 
k ME XB T тая, кеттін POR АОН aE 
EE G 不 可 约 表示 变换 的 函数 


Pega) = 2 420DDLCRD, 


РЬЧА(2) = > 102) )D:I (R), (3.14) 
则 总 系统 的 波 画 数 可 表 成 两 子 系统 波 函 数 的 滋 概 ， 按 直 乘 表示 变 找 
y (1,2) = oC) (2), 
P, (1,2) = SH) FD, (R) D, (R>, (3.15) 
DOR) x DECR) iwa = Dy RIDER), 
肖 张 表示 的 特征 标 等 十 两 表示 特征 标的 化 松 ， 
两 不 可 约 表 示 的 直 乘 - 般 是 一 个 可 约 表示 ， 它 可 以 用 本 章 第 一 季 所 介绍 的 方 
法 (所 (3.3) 至 (3.7) 式 )， 通 过 相似 变换 约 化 成 不 可 约 表 丰 的 虽 社 : 
(Cy HD(R) x R) C = 21401000). (3.16) 
J 


”第 三 章 群 的 线性 表示 理论 ` 81 °: 


— 一 一 = А 


— P ———— 
一 一 


FAA ARAFATA KERS, 相似 变换 矩阵 (的 答 阵 元 素 称 为 克 莱 
布施 - 臣 登 系数 ,首先 计算 在 约 化 中 各 表示 的 重 数 аз. 把 (3.16) 式 写成 特征 标 形 
X. 利用 特征 标的 正 们 关系 (3.3) 就 可 讨 血 а): 


YGOy (R) = > aj xy (R), 
[ 
à, = Т ЕУ OT y (R). (3.17) 
B R€ G; 


然后 代 回 (3. 16) 式 计算 СЕ, 具体 方法 已 在 第 二 节 详细 介绍 了 . СӘЖДЕ 
阵 元 素 С, HR eS УР (1,2) 组 合成 分 属 群 G 不 可 约 表示 的 函数 Bw(1,2)， 当 
a, 21 时 , 需 用 参数 > 来 区 分 这 ar 个 个 可 约 表 小 D'OR): 


$,,0,2) = 314, CO (2) Сал, 
РЕФ (1,2) = S, Фу. (1,2) Dy (R). (3.18) 
M 


алудан ата, CD EQ AR LL lkr) ARERIO j 
же, PODRE IJ, O), M): 


LIO Му = Уі lks v) Саме (3.19) 


如 果 生 成 元 A 的 表示 矩阵 是 对 角 化 的 。 把 P 作用 在 (3. 19) 55983, TURRE 
生肖 确定 若干 克 革 布施 LEAR Ct ， 再 用 其 他 生成 元 作用 确定 其 余 系数 ， 
当 吉 屁 表示 维 数 较 高 时 这 方法 比较 好 算 - 


24. # G 的 元 素 乘 法 表 如 下 : 


1) 试 写 出 群 C 不 可 МН E OAS). 


52. 


а - m 0 Нео 
2) 取 生 成 元 为 A fü B, 它们 在 二 维 不 可 约 表 示 D 中 的 表示 矩阵 分 别 为 
1 0! (00 1: 
D(A) = , D(B) = | | 
lü-L | O; 


ЕЛІ у. Mo, EBE G ДЕШ Р ДИКСИ ЕГЕР D 
P, = 29 D, , CR), Р,Ф, : = = ЭЖҖЮ (К). 


IIO Rum ¿ $, mau СН nde EE GSIEBE TET 
AE PI RS слу Ak Ri). 
o G 由 八 个 元 素 组 成 ， EHER E 是 一 阶 的 , A. B, C, FARK 是 二 阶 出 ， 
мам ENBA, EAK 可 与 群 G 任 一 元 素 对 易 . СЫЗАТ, LER. 
IKIGA, CI, IB, ERUM, МІ, 它们 都 是 自 道 类 . 因为 +12 + 12 + 1° + 2° 
—8, 所 以 群 G E Ud — HERU— ТА р пу вл, m t, ok B НІ 
X. 

BE GG 有 四 个 不 变 子 样 . 不 变 子 群 1{E，K1 的 陪 集 是 1A4, СІ, IB, FIHIM, 
NI, Ж ДЫЛЫ D, St. ЯТ АСА E f. (E, A, K, Ci, IE, 
B. K, FUR E, M, K, Ni. 根据 这 些 商 群 的 性 质 , 可 以 确定 群 G 的 四 个 一 维 
表示 , 下 由 特征 标 正 交 性 定 出 二 维 表 示 的 特征 标 . ERG 的 特征 标 表 如 下 .二 弘 表 
ЖНЖ ЛЕ ULT A. 


(A,C) (B, F) (M, N М) 


) К Jo 
eor Лү d 
y 1 1 -1 -1 
1 


x | | 1 | -1 
y ba -1 -1 І 
x 12 2 9 9» 9. 
y |4 4 Ü 0 0 


КЕСПЕ ШЕТІН ЖЫП k H 3 ORATIO X: 
X O[D'CR) x D(R)]X ' 
- [у (Кк) DIR) рК) © DICR). 
HIA MIB ЖЕКА EA, f4 
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i 0 0 " I 0 0 | 
0-1 0 O 01 0 0 
Г v 
| 0 -1 0, 0 0-1 Ü 
0 0 0 1| Do0 0 -i 
° 0 0 1 4 о 0 0 
0 1 O 0-10 O 
s x= | 
0 1 0 | 0 0 1 0. 
| 000 lo 6 D dl 


M EA B ЕЕ A GE EDO АҒАРҒАН X ERE: 


ЖЫН 1 -l 1 -1 
ға 1 | 0 | А r] | р | 
|0 [` Е 9 | 

А: ' | B: 
0) а 5 -ğ 
Й .D r m p. 


X = 
0 Ü I N 
|] -1 9 0 


由 紫 得 分 属 四 个 一 维 不 可 约 表示 的 函数 基 为 


y = Ф.Ф, + Ф, p = EA - ФФ; 
VU = A $; + 9%. OO = pif ui. 


35. 计算 т ЖЕЛ D ЗЕ ИЛБЕ RR UE ЕЕЕ X : 


хр (к) x DT (RIX = 2,a, D (R). 


43. 


解 “” 本 题 用 两 种 方法 来 计算 ， _. 种 是 知 阵 相似 变换 的 方法 ， 另 一 种 是 状态 展开 的 


方法 . 这 两 种 方法 在 本 质 上 是 一 样 的 ， 但 当年 阵 维 数 较 高 时 ,前 


一 种 方法 书 与 起 


米 不 太 方便 , 我 们 希望 通过 这 一 习题 的 解 省 ， 证 读者 理解 两 种 方法 的 联系 ， 共 能 


. Qá + 


>, —əl— — ə ə>—Ñ — - 


二 惯 于 内 第 二 种 方法 来 计算 可 约 表 示 的 约 化 问题 . 
上 先 用 第 一 种 方法 来 计 算 . R ТЇ ЕН л, TS HD RV, ЕЕ л T 中 的 
EREE 


EJERE 


» 0 0 0 Ü 1 
D(T^)-2|0 -10 ', D'(R))-|1 0 0 
«0 O I 0 1 0 


我 们 把 DD’ 的 自 直 业 表 示 记 作 DDR)， 
X !D(R)X= XD (RY) XD (R) X = >aD(R), 
НЕМЕН АЗ НЕ ЕЛЕНЕ ЖЕЛ Жа, 
a, = (402)! M x9x14 3x1xli = l, 
ap = (402) 1l х9 x 1e3x1xti — t, 
ay = 02) 'lEx9x Ec3xi xli = 
a, = (I2) ! l1 xX9x34 3x1 x ( 一 Di = 2. 
ИП 
X DCR)X 
- рк) OQ р (К) ар” (Е) С DOC D (R). 
ЖЖ TS x XB LE TREE А КЕНЕ, TATARE G Е: 
DET?) = diagi1.l, = 1,1. E, L7 6 -1,1 
X !D(T2)X = digi E,1.1, = 1, 7 1,1. 21, - M. 


可 见 X Жр [, 2, 3, 6 和 9 列 矢量 中 , 第 3, 6, 7 和 8 分量 为 零 , 而 第 4, 5, 
7 和 8 列 矢量 中 , 第 1, 2, 4, 5 和 9 分量 为 零 . 再 看 D CR ORRE. 它 对 二 维 
空间 矢量 的 作用 是 把 第 一 个 分 量变 到 第 二 个 分 量 ， 把 第 一 个 分 量变 到 第 一 个 分 
量 ， 和 把 第 三 个 分 量变 到 第 -- 个 分 量 ， 即 二 个 分 量 依次 循环 变换 . ТЕ АЗЕ 18), 
a RH eor nie p ERU C), ш ЫЕ rt 分 量变 到 第 22 ТОРЫ, Ж 
ЖЕ, 翻 详 到 用 1 全 3 指标 来 擅 写 矩阵 的 行列 ), ШІ 


11 -22— 33 с> 11, [2-- 23 — 3[ - > 12, 


1 一 >9 一 上 2—6—7--2, 


PoR PRERE EREE 


13 — 2] — 32 -> |3. 


3 — 4 — 8 — 3. 


变换 后 的 矩阵 为 


X 'D(R )X -- D 


0 


0 


0 
(i 


| 


0 


HH о = expl — i2z/31. 既然 X Ж ИТП УВ 3 ЖП 6 ^r A, е 
DR УБЕ, 由 上 面 的 循环 性 质 知 ,它们 的 第 2, 7, 4 WH 8 分 量 也 必须 为 
=, 即 只 能 有 第 1, 5 和 9 分 量 可 能 不 为 零 . 考虑 到 本 征 值 的 具体 数值 ， [ЖЕШ X 


矩阵 前 三 列 的 非 零 分 量 如 下 


Ху > Ху = Xa = Xi = Ху = 1, 


Хә = Ха = е, 


Хо — Xo = fd, 


H X Ш® РЕЛЕ, 它 的 第 6 和 9 SIRE UR R 2M4 分 组 可 能 不 为 等 . X 
由 于 在 直 乘 表示 的 约 化 中 , 两 个 本 表示 可 以 作 任意 线性 组 但 ， Ig fnr B FEE. 
在 第 6 和 9 ИН, HE X = Xs = 1, BRAE. RART DIR, ) 的 相似 


变换 关系 ,得 


DIR) Xe = X, 


DIR )X , 一 X 3. 


解 得 


EAGER. 最 后 得 六 OBEN 


ӘЛ “ӘР 


D(R )X ; 


Хь = Xy = 1, 


ХА, 
Xa, 


55: BEN O PROJEM 


(1 1 1002000 
0 0 000 1000 
оо 0 090001 0 
9590209202001 
х = |! w w 0 0 0 O 0 O|. 
оо 0100000 
0.0 0010000 
0.9 00200109 
1 ә өй 000000 


应 该 把 和 矩阵 代 人 相似 变换 公式 进行 验算 . 

现在 用 第 二 种 方法 来 计算 . 用 狄 拉克 符号 来 表达 变换 前 后 表示 空间 的 基 . Ж 
换 前 的 表示 空间 是 两 个 子 空间 的 直 乘 ， ЖАПЕ! Т, н)! Т»). 以 后 熟练 了 这 方法 
后 , 此 基 中 的 两 个 工 可 以 省 略 . 根据 群 О 生成 元 在 表示 T 中 的 表示 和 矩阵, 得 


Ti|TrT,D--IT,D, ТІ|Т,2)- -1T,2), 
TAUr,3)-2iT,39, R,IT,1)—01T,25, 
RIT. -'T,3), Ю,1Т,.33-1Т,1). 
变换 后 的 表示 空间 是 五 个 子 空间 的 直 和 , 基 都 是 生成 元 TI 的 本 征 矢量 , 分 别 记 
Ж| А), ПЕ), EY, 下 工 ,(1),p) 和 TT,(2),p), p RE 1, 2. 3. 它们 满足 
Т [А)= А), ZIE) |E), 
T? | Es ЦЕ”), TEIT, G), D=- IT, D, 
т |1.02,22-- ІТ,(ғ),2). 
Т%|т1.0),39- ІГТ,( 3,3). 
其 中 y=1 或 2. 在 Т? ЖНЖ E Fe 29 
TAD DIT DD +e DIT ral T.21T.0 
+a IT, DIT, O+ es|T,3)|T,3), 
而 在 17 WR TFAA SARETE A 
à, IT, DIT, +d T2» T.3) 


第 三 章 PPAT E 


| 


+d lF, DIT, DO + d, T, T ,25. 
E R TERITESE |А) К, 得 
R,| A22 et |LT,2) T, бєз | 7,22 |1T,3» 
+ сз 17,3) 17,2) + e$ 17,3) 1 T,3j 
t6 ТТ, IL T, 17 
А-ТИ) Т,1)5<51Т,117,2) 
+A | T,22 A T,I2 + е | D,22 | T,2) 
+ |Т,3) ET ,3). 


比较 得 с = су = 0, Ж с = с=с. a A= 13, 1519 — 化 的 基 


lA) = TI TY TY + T, | T,2) -| T,3» 1T,3):. 


把 R, 作用 在 基 E)E, 得 
R ПЕ) = VT,2 1T,2 + 5 | T,2 1 T 32 
+ cE|T,3 | T, € 17,3) 1 T.3) 
+e IT, I T,1) 
—-wlE)»-cwlT,DIT,D-ciolT,121T,2) 
+ Ёо 1 T,221 T, cho 17,2) | 7,2) 
+ ско | Т,391 Т,3). 
ШЕНЕ E= 6-0, Fl c cie m chu. сү = V 1/3, 得 归 一 化 的 基 
IE) = 131 T. IT, +w | T,2) 1 T,2) 
+æ | T.3»1 7,391. 
同班 得 
Ig5 МВТ, T,1) + w 1T,2? ! T,2) 
+w TIT. 


把 к, VERDE l| T. (02,32 Б, 得 


87 ` 


-一 -一 一 - =. 
— 一 -一 -一 一 一 -一 -一 一 ——. — 
一 一 一 
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一 一 一 一 一 一 一 一 


RET, GO, Зс [T2 [7,22 +e P |T.2)17.3) 
te [TL | T,.22 +e, O ID, D IT, 
tes [TD IT, D 
= AP D =d IT, DIT, 3) edi Т,2›|Т,3) 
ка? [T,3 [TD ағ” UD,39] T,25. 
比较 得 cl = 7 =0. 可 取 
ІТ,60,39-іІТ,1017,2), E[T,02),32 2 4T,22 IT, D, 
H R, 作用 , 算得 
ITD, D =R | T,(1),3 =1Т,2›1Т,‚3), 
| T.GX,2 =R ll T,(1),1 = T,321T.12, 
7,025,150 -RQIT,(QX.3» = |Т,3)\Т,2), 
ETD =®Ю,|1,(2),1) = T, Т,3), 
这 些 结果 与 用 第 一 种 方法 算得 的 X 所 阵 是 符合 的 . 


26. 试 计算 O 群 各 不 可 约 表 示 的 直 乘 表示 约 化 的 克 某 布施 - УЖЕ ЖЕСЕ зе ЖЕ 
施 - ХК ARX 

解 第 19 题 已 计算 了 O 群生 成 元 Cs 和 C. ЖАТА ЖШ A, В, E, 

T, 和 T, 中 的 表示 矩阵, 现 取 相似 变换 把 С, 的 表示 竹 阵 对 和 角 化 ,结果 如 下 ; 


DC) = DG) = D(C)= 1, D'(C,) =—1, 


0 t) £T o | 
D (C) = | D CC, = | UL 
11 боа) 
— 2 PAA 一 | 
рс) 2- D(C) = Ej 22 1 0-28 | 
| —] -" 24! - 2t ! 
ә 0 0? 


| | 
| 

D (C ,) = D-a) = 29 19. 
000 Vo 
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— um. 


HHE о = expi -i2x/31. 因为 C, ЖАР ERAK, АЯЛЫ о”, 而 在 每 个 不 
ПИ л ЧК m МАШМ, Т НЕ X m Жш АЈ E ERES 
和 列 ，A 和 B E- HER R, MEITSI 0, Жок E 的 行列 指标 是 1 41-1, m 
T, 和 T, 的 行列 指标 是 1, 0 和 一 1. 注意 办 次 m НИН НІНЕ ЗІНЕ. 
pid A 与 任 一 表示 直 习 仍 是 该 表示 . 反对 称 表 示 B НИН ЖК НЕШ. 

容易 计算 : 

D x р = р^. р x DE = ооз, 

рх Dh = Dh, PE хр: = р, 


Н +, ЫШ ЕЕ. Т, БТН, ЧАН В 表示 , 从 
而 化 成 了 |， 表示 与 其 他 表示 的 直系 . 直面 在 表 中 列 出 用 特征 标 法 计算 得 的 直 乘 在 
qo SS КЕ. ЖЕНЕ ЖЕН ЖС. 


O 群 表示 的 下 乘 表 示 约 化 
CG 3CP 6С, 80, 6С; | 直 乘 表示 的 约 化 
(0 A — | 1 1 mE 
H ! 1 -4 1! 
E 2 2 Ü - 1 
T. 3 -1 | 0 
T; i -1 -I Ü НА 
Ех Е à а 0 1. x НЕСЕР: 
Ea T ЕР | 6 -2 0 0 Mt T 
Тох Тут «Т. 9 1 | 0 1 AP E G) TG Т; 
T, T; 229 1 1000 ] BO ЕФ TD Т, 


(1) Ex Ec A (D B CD E. 
由 于 生成 元 C. dem ESAE XI fa ТЕЗ. те {118 жш ede C, 作用 


下 的 本 征 值 ， 由 此 得 
AY=a IE, DIE, D а, E, - DIE, T7, 
lBY- b, IE, DIE, - D 6; E, HIE,L 
LE, 1) = 16, = 118,1), 


ПЕ,-1)=єс;]Е,1)|Ё,1) 


RH С, 作用 , 得 


90 > _— | Б ШИНЕ 


ПА = C, [А»=а,Е,—1)!Е,1)+а,|Е,1)|Е,—1), 
- || B)= C, LB -6,|E,-DIE,D +8 iE, D I[E, - 1), 
IE, == С, ПЕ) = с E, DHE,D. 
ЯН а =аз, = — b, Же = е. 归 一 化 后 得 
| A»22^^||E, D |E, - D * |E, -DIE D}, 
|B»22:"i1|[E, DIE, - D- IE, - DIE, D 5 
| E,125-IE, -DIE.-D, [Е,—1›=|Е,1›]Е,1). 
(2) EX T — ЕФ T. 
根据 C, 的 本 征 值 得 
| T. D= a ET ,0) *ta;lE, -D|IT;.- D, 
| 7,,00 = A,IE, DIT, - DD 5ÍIE, - 12, T i ,12, 
т, Dc [E,DIT,,D t e |E,- 123i 0》， 
再 用 C, ЕЖ, 得 


O81 


C, | T, , D IE, —]»i2e T,,1» *|T|j Оу —20 |T,,— 10! 


+7 |Е,1)\ —|т,,1)—2%%!Тү,0)—2%| Ту, - D 


51-24) |T.,,0 26 1 T,,07— |7Т.-101. 
ШАН a = b,= -с;=а=су= h 19—119 
| T,,D-22 RE, DIT, ,0 * IE, - DIT, - DH. 
| T,,0022 7| -'E,D'T,, 7 0 E, DIT LDI 
| T,,-D22 ^liE,D T,,D - E. = 10171,01. 
对 T. 表示 ,状态 的 展开 式 相同 , 但 在 С, 作用 下 反 号 , Ва = b, с = 
ау == -b,, Ы -化 后 得 
|I T,.D22 ^;[E, D|T,,0 - IE, - DIT, - Di, 
| T,,0) = -277|[E,D, Т, D € IE, DIT UD, 


lT,.-D-2 ^t|E,DIT,, D + IE, -1»[7,.0?1. 


“第 三 章 “” 群 的 线性 表示 理论 49. 
XP Ex T, 3B SANE, 只 要 把 上 面 结 果 中 所 有 TT, ЯП Т, ЖЕ, ED 
| T,,0 72 ^I[E,D|T;.0 * |E, - DIT. - DH, 
|l 7,,00227*1- E, ITa, - D IE, o [T5, D, 
1T,,-022 2] E, T,,12- EE, -D 15,01, 
17T,,0 22^ Е, DIT4,0 - [E, - DIT; , - 121, 


T;,-D * |E, - DIT; 121, 


| T,,00 2 -2 НЕ, 
| T,, =) 2277 Е, DIT; D € IE, - DIT; 051. 
(3) T, x TT, x T,— AG E Ф T, Ts. 
根据 C, 的 本 征 值 得 
LA- a lTi DIT; ,m1)+a|T ,0)|T, ,0) 
ta4lT,, - DIT. D, 
| E, D -5,|IT, DIT, 0 55,1Т,,00|1,,1) 
-£/b4|[T,,—-12]1Ti. 12, 
IE,- =b IT D, T; +b TOOT 
Fb5,.|T,,- DIT, 07. 
IT у= РР 9) e Ti, ET VD 
+ e |T,, 7 DIT 712, 
т, ,0 = eiTi DIT 7 Dtelfi ,0:17,,0) 
t esl Tu, DIT, 1;, 
EP, = 1)= e Ti DIT, lot c IT,,0IT1,- D 
+е |Т, = 0171.0), 
再 用 С, Ж, Ж 
|А›=С, |A? 


8 V Qua, 4 4o à, T 2e ua) Ti „ПТ, D 


- (Aaa, + 20a; - 29a, | Pv, 1) T1 0; 


MM m EIE 2] EF f 


*(4a, 74a; жаз) |Т, РИ, DE s, 
Е. == сЕ, 
_ 1, 
= 01% 461—4 25 1 BAIT LIT, ub 
(72a b, і 4o b, 2a BL) |[T, LAS LT, OO 
+ (Aa, ` 205, 1 Zeba i T,LIDIT, = 1) 
t(-4b5,—b t 4A5,)| T, O|. = DD 
(=, - 456; EF Ab.) T, OIT 02] toe 
BEER а = аз = а, bi == —b,= —b,= Lh = —b,, 14—445 
|j.A223 Ti T,,-12- 7,0) T,,0 
+F’ p TQ,.b4, 
| E,1523 jT, ILI T,.00 8 |Т,,021Т,,1; 
|Т. 1 Ti. C li, 
|E,- D—-3 "iT, T, Т,,0211,,-І; 
+T Т,,001. 
T; лу ABM КЕШ. 
= е [F OIE 0t ea T, 0 ТГ,» 
(e 10) Pi. Ti, cl}, 
|T,,0; 26, T.) Pi. ly t Ce tc )|T 00 | T, 02 
le 14,7409 T D, 
,=e Ti l; [T i. + el О, 1, 
-(c, t e IT, - 121|7,,0). 
BH C, 作用 ,得 


---------- -- — 
—n ------ — n — 


PLE ЕМЕСЕ ЕНЕ 493. 


. 1o | 
C, WIW K 9 ogede t срне )] ToT o’ 


HI- 2w c, t 4a c; t 2o (су ted] T,,1) T,,0) 
[4а - Zac; t 2wmCc, te IT’ T - 1? 
t[4w c; -2«^c; +20 (с) ыс). TOIT L 
+ `2 tec + dwte t c; 2 | T,,00 | T, 02 
[44,76 ta(c tea JIT ,0 ІТ. —- 1 

| 7-2 Дож, t ә(сі ted] Т),-1).Т,1) 
+[-c dette +оо) ИТ, 7 12] T4, 05 


i [2276,29 c; 4а Ce, + 632]| T4, 10] T4, 7 191 


= -2e) | T, O 29 | TO - T4, EH. 


ШАН c, = ora Seg — ¿c = Са 62-1) IH— 1+ 
Іт,1з-27%1|Т,,1):7,,0;- Т,,0,17,,121. 
IT,,0522 1| T, O T,,- D - IT, DITS Df, 
Т,-і)-2771-1Т,,0217,.,-12%1Т,,-1).7,,001. 

中 状态 的 正 变 性 得 

ITa Ld iT a ,0 517,.0017,,1) 
-2|T,,- DIT, 7 boi. 

T.O =d T, DIT, DE2'T,,0) T,,0) 
+T, T,,3), 

IT..- D 74,121] T, D IT,,15— T0 T1} 


Z T’ D TO. 
H C, 作用 得 


C, 1 TEE -6IT,. DI T3 69 IT, ПР, 02 


十 看 四 | 了 ,12|T,,—12*6a7 |T,,00 | T,, 15 
+120 T,,0) T,,07 * 3]T, ,0? T,,- 1) 
бо, = 12 Tl 13] T,, 7 020 T, ,0) 
1 Т, Т, DH 


= li |Т) -2% | 7,0) + Dy = OH. 
解 得 q,—-d,--—4d,. 归 一 化 后 得 
| T,,122-6 1 T DIT 09 + [Т,.,0›|Ту,1) 
-t2|T,,- Т, = D, 
| 7,,0 267^ [I T1, DIT, 7 D +2[T 00 | T, 0) 
(T2 DIT, D, 
| T,,-D26 PIAT DIT, D 7 0,0 T. 71? 
-1T,,- 01IT,,0)l. 


对 Tx T, ТЖ, HDE JER T n | 全 ao IT 017,002, 其 他 完全 相 
ІНІ. 
(4) T| x Tz: BOO E C ТҰТ). 


情况 (3) RENKER В 就 得 到 情况 (4). 请 注意 表示 B ЖЕ 直 乘 时 出 现 的 
йл о, 计算 结果 如 下 : 


1By-73 21 T, DIT, D = 171,02 175,07 
+T. DIET, Di, 
HE,D 73 21|T,,D! T;,0) + T 0 | T3 ,1 
-|7,, - DIT. - Di, 
lE,—-D23 21IT,, DHT) D € UT,,9 IT; - 1) 
+ |T,,- 117,091, 
| T.) 22 ИТ, ,1)17,,0) Ir, LETS. 1}!, 


| Тт„.0у=2!#|11Т1,11Т»›,—1›- IT,,- DIT, DH, 
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[T,,-1y=2 "L- |Т, ^ IT, D T,,- DIT. O4 

|[T,,17--76 ^L TV ,D' T,0 + TOU T, 11 
-2|Т,,-1),7;,-1)!, 

І7,,02-6 ? IIT,,D.T;,-0 2, T 0 T. ,05 
“|Т,,-15|7-,121, 

ІТ,,-р0-6 %42|7,.19 Т,,1)- T O|, 1; 


m T, 3 1,17, „0. 


27. 试 根 据 20 题 给 出 的 I 群 特征 标 表 , TFS КЎ ЕЖЕ АРИНЕ ya ЖАНЕ X 
XE ТЕ. fi hb Й: 
(D D x D'i (2) Dx Dh, G) Di: хр; 
(4) D' x D°; (5) D: x D°; (6) D'i x D"; 
(D D^ x D”; (8) Dx D°; (9) D? x DP, 
(10) D x DP. 


# “本题 只 列 出 计算 结果 , 略 去 计算 过 程 . 20 题 已 给 出 | ЖЕНУ. HORE 
КІ ЕКЕ ЕЛЕНЕ. 23 题 已 给 出 1 群生 成 元 T. ЖІ 5, TE 
# np £g БАНКАНЫ. 国 为 Ts 表示 矩阵 是 对 骨 化 的 , ХРА GSE р", 
n= expi — i2n/5| IE ЖЕРДЕН ЫҚ т APEH, 所 以 可 以 用 这 逢 次 
т 来 标记 各 不 加 约 表示 的 行 和 州 ， 表 示 A 的 行列 指标 是 0, 表示 Т, 是 1,0 和 
- 1, 表示 T, 是 2, 0 81-2, Kos G 5&2, 1, —1 和 一 2, 表 水 了 是 2, 01, D, -| 
B -2. ЖЫК m 可 相差 5 PC 


| 群 表 示 的 直 乘 表示 分 解 
2C. Не 00 

| A | ! 1 1 | | 

Т, | 3 b -p — і n | 

T; 1 3 -p p! -і 0 | 

G J] 4 -| _1 Ü) 1 | 
он [8 9. 6 l 7g. ___________._ 

2 А тн 


GZH 


C | | Bei 


ізі 22 
а Е 126. ІЗСі — 15€; — 20€ HEERE ore 
T,xT, 9 р? рг? | Ü) AG DO H 
T,XG B -р! p () 0 ТУЕ G CD II 
тхо 12 p - р"! Ü 0 x ТЕ QD) H 


ТүН 15 Y 0 -1 0 x т TD G C H 
Т, TD G CA H 
А PO TID ЕН 
T, TO G Cp 2H 
AG Т Т 26 (OD 2H 


(D Dh x Dl = DO DD D”. 
| A,0323 SJ Tli To 6 C 1; — T,.0;| T 0) | 7,,- DI TL, 


|IT,,D-2^7?| T,,D 1,,00- 17,,00|7,,121, 
11,02 =2 Т, DIT; T P Top 
IT,,-D-22^ 715 T,,0 T,,- D - IT; - DUELO, 
| H,2;7 Т,,121Т,,1). 
LEHL ITU DIETO r T, UOLUIT, E, 
IH, 7267, T, DIT, 2101,0) * IT, DIT D, 
IH.-De2 "1, T,.00;T,,- DIT, 17,001, 
ІН,-23-1Т7|,-1) Т,-1?. 

(2) D x ра рф D. 
:G,2»223 V MV2IT,,0) 1,2: T, DIT; 201, 
без *W21T,,D T0 Т, Di 1,201. 
|6,-і)-23 "HII T,,D T,, 25 21 T, , 017,007, 
1G,-2)23 PV T,,D, T,,2 PEZE O T,,7 2214, 
IH.223771 T0017, 22? 2 Ts, -Di T;,-2». 
E,D-371- 'T,,D. Т,,0; -2| T, ,- 1 T2). 


IH,0)= |T,,0)| 12,05. 


B ТЕН FE SER BEES 497. 


ЇН,—1›=3 :%-/2|1,,14177,,-2/-1Т,.-197-,051. 
ІН,-2)-377:-,/2,Т,,17,,2,%|Т,,02017,,-2М. 

(3) рах ро = IYO D CD D". 
[4,0223 711 T4.2]| T4, -22 * |7,,0)-7,,0)-1|7,,-2217,,271, 
| 7,,2;-2 ^11 T4,,2)| T4,0 -.1,,0 | 15,2) 1, 
|. 0 52 7|-|7,,2217;,-2)-17,,-221|7,,2)!, 
ІТ,,-23-2 %117,,0017.,-20-,7,.-201|7,,0)!, 
| H,22522 ^1| T4,22| T4,0 0 + T,,01| T,,2) 1, 
| H,1525:15,-29)| 3,72», 
|H.0y=6 '^1|T,,2)| T.. 29) -2. 4,011 74,00 * |T;, -2)|]TT 
|Н,-іІ;--17;,2)| 7,,2», 


2,221. 


= 


|H,—2y=2 ?1| T,,00| 15, 729 * | T5, 2017,01. 

(4) Dh x De Dh пр" р". 
| T..2222 HI T,,DIG.D 42] T,,0011G,2) - |F - 123] G, = 251 
| 7,,0 2277 1| T,,15:G,- 127 |1T,, - DIG, D, 
| T.,-2)22 ! i| T,,12'G,2»-42 7,,00|6,-2) 

-|T,, -1,|G,- t, 

l6,2253 WIT DOIG,- 10,0» 6,2)1. 
|lG,b23 71IT,,001G,12-42 T,,—121G.251, 
1G,-1)23 71-42) T,,U1G. -22- I T4,009:G, - 1), 
|6.-2)-3 "1| T,,001G, -2 1/2 T,, DIG, - Df, 
EH.22512 i T DIG, D E/2| T4,01G,2 %3|7,,-1016,-2)!, 
|Н,13-3 Ti- T,,01G,D IT i, DIG.2) i. 
LH. =2 ІТ) G- DIT, 1016,11, 
IH.-13253 PIT LIG,- 2^ -521T,,0:]G, - D, 


IH, -2=12 "^ i8, T4,01€,2» -/2| T,,001] G, 2^ 


4“. 


— ---- --- -- 一 一 一 —Ə — 
--- == -—  —U —  — —. . —n.nREsp <SAS5s"ss. 


аыл. 
кт, = 1С, = 151. 
(5) ро x D'z- D O ПФ D". 
| T,,0 227! LT4,,25G,2) *421T,,001 G+ |T5, 121 G2) f, 
| T,,0022 ^1|1T,,21G, -21 * | T; - 221 G,2)1, 
| T,,-1322 1:-11,,2016,2,-У2 0,,001G, 7 V; 
-17,,-2016,1)71, 
І6.23-3 P 1|115,001G,2?) *«2] 73, 22] G, — Vot, 
lG,1373771|T,.001G,D 724211. 22168, - 22i. 
|6, -D23 721 T,,221]G,2 - 1 T4,091G, 121, 
lG.-2»23 ?1—/21T,,221G, 1 - | Т,,0//6,-20, 
Iu.223 74W21T,,01G6,2)-1D75,-21G.- Dt, 


| H,1»—12 7 


-317,,2216,-1)%У217;,0016,1) 
-|1;,,-216,-20!, 
ІН,03-2717,.2216,-22-17,,-2010,271. 
Ін,-із-і27;|7,,2216,2) €42| T,,00] G. - D 
-2|1;. 22|G 121; 
\н,-2)=3'°| Т.,2) G.D -42| T 01G, 201. 
(6) Dh x Di ph € DO р" р. 
IT..D-107 917,01 8,0 531 7,0 LH 36 Ti, 7 01Н,29 5, 
|T,.0 2102/3 T,,DIH. -D-21T; O0 LT,0) 
кіт, DE HH, 
ІТ, 1-10 бр, DI H.-72) 31 T,,0 IH, - D 
+, = 019,01, 
LT mes ZT DIH D rT, H2) 82,0, 7 DIB, 727 


17,05 =5 1| T,, D IH, DAIT OLH, + 17, = DIH, DE 


BIB 群 的 线性 表示 理论 ' 99 - 


——— ----------- 


| 7:,-2»-5 71-/2| T,.,DIH,22 *| T,,00|H,—2) 
t42| T4, DIH,- DH, 
|G,2y=15 ?1-2| Ti, DIH,D -42|] T,,0)| H,2) 
+3 T,,-1)H, -2)1. 
lG.D215 ^ W6| T... IH,0 8| T4,0)] H, ож, = 019,201, 
|lG,—-10 215 {|T DIH, 2?) ÀQ/SIT, 009] H. - D 
t46|T,,- 019,001, 
lG,-2»-15 4 i31 T, D IH, t/21] T,,001H, - 2) 
:2!T,,—-1)|H.- 021, 
l8,2)53771| T DIR, D -У2171,00| Н,201, 
|H. =6 7? W3IT, DI H,O) -17,,0 IH, -21T,, 10019,29, 
IH, 22 "1I T,,DIH,.-D -IT,, 0 АЛ, 
LH,- 10226 7 M2, T OIH, -V+ IT 0) |H,- D 
—/3|T,, DIH, Oi, 
1H,-2)23 4 W2| T 0H, -22 -IT,, - DIH, - DI. 
(T) D^ x DP ph& pt: G) Dco D”. 
|IT,.D 25 71-/2| 4,221 H, -D - VPS,9 | H1? 
—/2| Ta,- DI H,2)i, 
|T,00 25211 T,,21H, 2 3| 74,01H,0 +17, 22 H2). 
l',.-D2577W2! T4221 H,2 - I T,0 VH. 71 
-A2 Ta, -22| H.3)i, 
| T,.22 = 1072 10 07,,2) LH Q2 3] T. 0 |H ,2) 
-/6lT,,- 2 H,- Di. 
| T,,0» 210 "7 3| T2 H, 2») - 21 T0) H,O? 


-/4|Т,.-21Н.2)01. 


қылы ЖҮР УИШН f: 


—— — —— ЛЕ —— —ə. —-.. 
----- ----- -- ---- ----..----- - ,一 _ 


| T;,,-2» «10 "* i/6| T4,2 | H,I? /З1Т-,0›1Н,—2ў 
+ |T,, -2))H,O»:, 
|6,22-15 2 W6| T D H, —/8| T0078H,2 -| T4, 221] H, 1», 
!G,12—-15 13| T ,221H, - 12 -42! T4,0! H,ID 
-2| T,,-2)|H,- 2», 
!G,-1?215 7121 T,,2| H2 —/2| T; OD | H, - D 
-31Т,,-2МН,ізі, 
lG,-2»218 | (1T, 221 HL. D */8' T,,001H,72, 
-46| T;, -221 H,0?1, 
1H.2226 " MW3| T,,2) H,OS -1T,.01 H,22 *42] T, -22))H, Di, 
lH,D-53771-/2:T,,01H,D* |1;, 22] H. 7 255. 
|H,0)22 I- |Т, DIH, -2 *  ;, -22 H2, 
|H,-12523771| 4,21] H,2» */21T,,00|]H, - Df, 
Ін,-2)-6 ^W23| T,,21H,D - 173,01 H, -2 —3| T3, 22 H7 
(8 D° x p= D) DG оО РФ D^. 
А,09-2 111G,2)11G,-2» * 16,0.G, -D 4 IG, - D! G.D 
-|6,-2):6,2)1. 
IT,,022 “1С,216.-0-і6,-1216,201, 
l0,,0022731-1G6,21G, -2 * 1G.DIG, - 1) 
-|G,-DlG,D *1G.-21G.2/i, 
|Т,,-із-2 71-1G,0:16, 72) t IG,—-221G,. DH, 
ITa D= -iG DIG, -2*1G, -21G, - Ul, 
ІТ,.0-2 !1-1G,216,-2» - IG. DIG. - D 
t1G,-DIG,D* 6.-2)1G.2ii, 
|T,,-222' 71-1G,2)1 G, 5 + GI G2), 
$G,2)23 71|G,DiG.Io- IG,-DIlG,-2-1G.-2i1G,- l>r. 
IG.D2371:6,21G.- D *'G, -0IG,2- 1G, -21G, 2705 


ETA АЈ ЕЗУ HHP : 101 ` 


-----------.--- _ 


lG,-0D23 i- G, DIG, o G, O G.-2» *1G,—- 2| G.A. 
l6G,-2;23 ^1—-|G,2)| G,1 — G,1).G,2; * IG, - DIG. bot. 
|H.2)26 ^12] G, DIG, D 1G, -D[G, -25*1G, -22|]G. - 125, 
IH,D26 ^1|[G,2|G,—-D*|G,- 0D 6,2 +0216, HIG. - 2». 
| H,02-72 101 G,2; G. 2- iG, DIG, - 0 

- |G,- Ņ|G, D: 6,-2).6,221, 
ЕІН,-ІЗ-6%:-2,6.25 6,20-|6,0216,-22-1|6,-26,1);, 
HH.-2»26 7: G,2y G, D+ G,D[G,25»32|G,- | G, - Di. 

(9) D^ x D'— Dh G р р" 2D". 


H ,0) 


| T,,1:220 712|G,2;| H, - b t4 6| GLO) 
+ G,- D!H,2 *3|1G,-2)| H,-251, 
0) -10771-1G,2)| H. -22-2]G.l1? H,- 1) 
-21G,-D|H,l?* 6,-2):Н.201, 
| T,,-13220 ?13]G,2» | H,274 IG, D] H, - 2) 
r/6|G, = D]|H.0.-2 G, - 22, H, DI, 
| T,,22220 ^ 6| G,221 H0» - 3| G, 019,1) 
+2 G.—-DIH, -2» G,- 2) H. D 
| T.,0 210 *:-2|[G,22| H. -22F|G,D IH, - 1, 
tG,- DIH, D +2 G, 7-2» H2), 
IE, 2) =20 ?11G,2i1H, D -2]G. 0] H2) 


-3|G.- D, H,-1) -461G, - 22 | H,ODM, 
ED 215 316,2) H,0: +/216,1)'!Н.1) 
іс, = 01 H,72; -481G,- 23H, - Di, 
lG.D 215 7:-421G,2) 111. - D 43,6, DT H 0) 
BRIG,- DI H,2 +0216, - 22) H, 72), 
le,- 2-715 DIG, EIH. ey S|[G.l?]H, 72: 


зіс, = D: HUP H/2|6, 22] HD i. 


102 ` Жар ЖЕНЕ 
lG,-2»218 "W8IG,2IH,D-TJ421 G,DIB,2 
-/21G, - DIH,-1) +316, -2)| H0) , 
| H,0,223771-1G,DIH,D- IG, - DIH,-2 
-|G,-2))H,-U Hl, 
| H,CD,D 212771 -21G,21H,- D /6|G,12i H,0) 
:1G,-13H,2 - 1G. -21]H.-2), 
ин, (1),05 722 72116,2131 H, 2) * 1G, 2|] H,25 d, 
I H,CD,- D 212 i G, DH, D - 16,019, -2 
—/61G,- Di H,00 -21G, - 2IH.D i, 
IH.(OD,-2 23 4 11G,21H,D—- 16,10) H.22* 1G, - DIH, - Di, 
| H,O),2 212 71-/6|G,2H,0) - 1G. DI H. D 
-2|G,- DIH, -2) - 1G, 21H, - V, 
н, (2),1) 53 116,2) H, - 1? 
+G,- DIH,  1G.,-21H.-21, 
I H,09,0-72 "IG, DIH, -1)- |G, - DIH,12;, 
LE D,- D3 HBH, GDIH, -2?* IG, 2 H, DT. 
рн. (2), 2) 212 4116,21H,D *21G,D 1 H,2) 
£1G,-DIH,- D -461G, -2) H,O). 
(10) D' x DP D^XG ph @ реф 209% 2р. 
14,0 5 71H21 H, = 2) -IH.DIH, = 1) € EH,00 | H0) 
- |H,- DIH,D *1H,-2)1 221, 
| T, D 21072 21 H,2)4E H, 71) 43] H. DT H0) 
H3! H,0IH,D-421])H, - 019,223, 
| T, ,0» — 10 2151 H,29)1H,-72? - |H, |H, - D 
L'H.-DIH,0-2! H.-2) H2), 
| т, , 1) =107 2I H.DELH, 22 31H, |H, -1 


кан, =1)1н,0) 4219, 7221 HY, 
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| T,.2y=20 ^ /6| H,22| H,O -/6| H,O |H,2) 
*t2]H,-1?1|H, -2? -24i H, - 2; H, - 12i, 
| 7,,00210 1| H,2|H, -2 *2| H,DD|H,- D 
-2|H,- DH, -IH, 7-2» H,2;|, 
ITa, -2 =20 "1-2 H,O2IH,D *2| H, D | H,2) 
-46| H,00| H, 7-2» -/6| H, -22| H,0?1, 
| G,CD,2) 107771 7/21 H,291 H,0) */2| H,O?| H,2) 
+3 H, - 119, =2) -43| H, -22) H, - VA, 
I G,Q,D 21072 4/3| H,22|IH, - D 2| H, | H,0) 
—/2| H,0)| H,1; —/3| H. - DI H,254, 
Іс.а».-із-і0 P W3 H,D1H, 72: */2]I H,0) Н,-1) 
—/21H,- 1019,0) -43| H, -22| H, DI, 
|с, (1), = 2) = 107 W3| H,21H,I -У3:Н,1019,2) 
+.21Н,0) IH, -2) 2] H, 221] H,ODI, 
I G,(2),2» 2307? /6| H,22| H,0O) c AL H, T2] Hj 
HÁ6|H,0|H,2 -1H,-DIH, -2» - IH, -2|H, - Doi, 
| G.(3.D 230 2 IIH,2)|H,-1)+/6|H,D H0) + 6L H.0)|H,1) 
+|H,-1 'H,2-4|H,-2)|H,-21, 
|G,0),-1=30 2-4 (H,2)|H,2)- |H, D IH, -2) 
-/6| H,O IH, - 0 -/6lH, - 2| H0) 
-!H.-2)|H, Ll, 
lG,(Q9,-2» 230 LL H,2)| HD +IH, DIH,2) 
HE HOIH, 722) 1 4! H, - DIH,- D 
+vY6| 五 ,一 22| HOM, 
1H,(0),2 27 4 W2,H,2) HUS 43iH,DI H,D 


1/2|н,09|Н,291. 


` 104 + 


_ _  _ 2 ЕЕЕ >J BUE St 
1H,CD,D-14 F 6| H,22 H, -DDI- IH, |H,.0) 
-| H, IH. -—6|lH,- 019,271, 
| H,(13,022147 7712 H,22| H, - 20 * H.DIH,- 1 -2| H0? [|H ,0; 
+ H,-D'H,I*2iH, -22|H.2)f. 
I H.OD,- 214 * W61H,I2IH,-22 - IH,0|H,- D 
- |H,- DIH,O -/6| H, =2219,101, 
lI H.OD, -2 27 WIIH OIH, -2 —/3]H, - IH, - 6 
1421 H,720. HOM, 
| H.O3,2» 221077243] H.22 HO) */ 81I HD H, DD. 1/31] H,0) H,2: 
+v 98| H, - 1D: H, 22 * /98!H, -22|IH, - Df, 
I H,(Q9,D 2105 1-2] H.21)H, -1) - V24| H, 0| H,0) 
-/24| H,O|H,D -21| H, - D 1 H,2) 
-1|H,-2)| H. -251l, 
| H.03,0 270 1°: H, D H.-2 *4IHH, Di H, - D ебін,0) H.0; 
жаН, - DH, Н, -201Н9,2)1, 
| HO, -D 210577717] H,2 IH.2 -2.H,ID H,-2) 
-IA HOO H, = 1) V 24| H, - 12] H,O? 
-21H,-2)! H.1», 
Пр. (2), 2) 22107 1—/98| H,2 IH, D - /98I H,DTH,2) 
+/3|H.0 |H, -2 +4819, -12iH, = DD 
+/Зз1Н,—2›\Н,0)\. 


CREE сино 
一 、 三 维 转动 群 的 一 般 性 质 


Ж 二 维 转动 群 又 称 二 维 儿 模 实 正 交 知 阵 群 ， 忆 由 所 有 行列 式 为 + 1 的 三 维 实 正 
ЕРЕН ЖЫ. 记 作 SOC3) 群 SO(3) 群 描写 物理 系统 空间 种 向 同性 的 对 称 
TER, 它 叉 是 最 简单 的 紧 致 单纯 李 群 , 因此 从 物理 和 数 稚 角度 看 , 它 部 十 分 重要 . 
СООН RC 8 , co) dics 3E — HE АЈ Ч BS AC Br 2 n Jr n 3250 o THEE IAE 
ЖА, DAL 

R(n,e + 2x) = Бін,ш) = R(— n,21 — o), 


R(ñ m) = R(- n,n). (4.1) 
当 onig^b pnr f, 32 ДИРГЕН ЕДИЛЕ 38 XH EE fJ JZ zÀ 
1 0 0 
R(e,,c) = |0 соза  — sinw | = expl- iwf}, 
0 sine — созо | 
cose Ü sine | 
R(e;,m) = | 0 l Ü !=expl— іФТ,1. 
| 一 sme Ü — соза)” 
(сова  — апа) Ü 
R(e,,«) = [sina cosw 0|= екрі- ico 14 1, 
| O 0 р 
其 中 
0 0 0， [0 9 : (о -i 0 
5 - | 0-і T,= 0 Ü иа 1 0 Qj. (4. 2) 
i0 i 0 ci 0 O i 0 0 


"ALTI E ff sr e SERE PCI ым АЖ 


714065 — Н 群 论 习题 精 解 

[T,,T,] = iT, 1,2,2 循环 ， (4.3) 
Ж 转动 5(ф,0) 

5(ф,0) = R(es, g) Ке, 9) (4.4) 
把 e, 转 到 (8,271 In], AE 

R(ñ., w) = S(o,80) RCes, о)5(ф, 8) 1 = ехрі-ішй. Ti, 
ST,S ' = я T, F = e T *eT,t eT, (4.5) 

RR, ӘР УНЫ o АЕ, 它 可 用 矢量 о ЖЫН, 其 中 o Ems 
向 长 度 为 o BER, ЯТА AB f Ou 9, DAY о. АЩ, SOGNER SR] 
BUE o 的 球 坐 标 (w，8, о}, G t R fE S w swsw). ВЕ BJ F E P< si ДЄ 
42 т ҢІ, 在 球面 上 , 直径 两 端的 点 描写 同一 个 元 素 . SO(3) 群 的 群 空 间 
县 - -个 双 连 通 的 闭 区 域 ，3O(3) 群 是 紧 化 的 简单 他 群 . 采用 这 组 参数 时 ， SOEST ii 
нет а RAEE Т,.(4.53 НІН, 转动 相 问 角度 w 的 


元 素 集 合 构成 SO(3) 群 的 类 ， 
ж СВ а ЕН А SUDRE, 它 的 元 素 可 - ЖА 
ulh, ә) = leos (0/2) -ile + л)вяп(о/2). (4,6) 
它 满足 
u( S m ) ulia) = и(й,шу T ж), 
ul, 4n) = 1, u(&A,2m) =- 1, 
u(8,o) = ul- й,4т- о) =- ul- п,2л- o). (4.7) 


可 见 SU(2) 群 的 元 素 Gi, o BRI o 描写 , 但 现在 о 的 变化 区 域 是 半径 
为 2x 的 球体 ,在 球面 上 的 点 都 代表 同一 个 元 系 一 1， sSU(2) 群 的 群 空间 是 一 个 单 
连通 的 闭 区 域 , SU(2) 群 是 紧 致 的 简单 李 群 ， 采用 参数 of, SU(2) 群 白 身 表示 
的 生成 元 是 o. 12. 相同 o Bu CR, o EER AHR SUORA. SO(3)ËF3L 
RA, о) SUCOHREGUX tul, w) 通 过 下 面 公式 建 立 起 一 -二 对 应 的 同 态 关系 ， 


3 
uin, mia tr, ө) — Уо, ei). (4.8) 
hb. ] 


рі, SUCHE 5О(3) КИ A. 


1. 用 数学 归纳 法 证 明 辅助 公式 


第 四 章 


EX XI | 107 + 
ару -a __ r 1 
epe^*—g n + ila,Lla, Bl се 
= -54 


To ghel], 


Hac ЕРЕ. ЕЛІҢ ДЗ ШЕНІ (4.8955, ЖЖ иба, о) 
Rin, о) PaA Ak, 证明 


SO(3) ~ SUG) . 
ШЕ 


一 = (— myl rt HM 
в т тте 
我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 花 括 导 中 的 景 可 表 为 n EIKA 
n — | n- т. 1 
99 (— 1) 


— 


ін #— 
a Ba = [e.le, 
< т\п - m)! 


ERI w= 1 显然 成 立 . 现在 设 上 式 对 n — 成立 要 证 对 nod VE 
A 
[a, [ast [e 8171] 


rrl nl 
pt 
— а[а, а," 


a 81:11 - [a la (as ГЛ 
_ "o (—1} 7 "(n — U)! "gg" 
тн S Ua -I)a - m)12 


— 1)" М” ШЕ — 1)! Pa z-m-1 
Apa D, Pa 4 


-ap S AC Im + (n - m)] + 0 Be 
_ 9 (— 1)" 7n! 


22 m (n m) Р“ | 
证 完 . 进一步 ， 因为 (和 T.) тағым» 


3 
Ur. ЛЕ > n gas = EXCEL T). 
he 5-і 


| Hec Вот 


———— MÀ ----- А 


24а п, orng 11 = > LM (n- TY]. 


HX n {КЖ BOXES 


n 


2"'"ie-:n.je- 8,10 ol TY]. 
ш-1 
利用 辅 上 由 公式 可 


мія. } — ехрі- і GF ` #H 2. ` ER nw) = ехүҳ 一 TTE T), 


ъл 
cn 


` ШЫ - i 
uade ua) = а № 187 Уб TY 1, 
点 


一 > бы (Я, ау). 
HĒ- СД 下 矩阵 иіл. 510162), 出 此 式 惟 - жя -- 个 二 维度 模 
ІНІ КОЯ, ESOB), AA, IMERIT HE EA IEE REAR B E E 
Е 2 Е Ы, MET HAEA -ARESZT о, ERAN Z 

{ЖЕ РЕ, ПОВЕ РЕ ЕЕ RGH, АЯ TOU 1, 因而 此 式 
AATE ТЕЕ R CA. o ) RUM T E2261 ЙА Z EE Е 
F alni е) -二 对 应 关系 ， НЕКЕ ХЕ ЖИЕ Ж, NIE: 


JIE Ы SU(2) 样 问 念 关系 : 5003) ~ SUCI). 


2. JE HK] КОЯ, o) =єхр( - ie : 1) JT MURS ВЕДА С.Ж. 
提示 : (n T =n T. 


(} - Ія; Hi | 
| 
| ME 
H* T — | їп, 0 UH. 
| | 
- dH. IA] () 
(a. T) = |- nim |= nana - Hana |, 
| — nan, -nyns Í| — най) 


(h* T) - n- T, 


第 四 章 SERIN ‚100. 


Кп, w) = exp(— ies - T) 


= 1- ivi T- zo (ns TY tiw (я T) +- 


"|= 


cene modd d 


| ， l; | 
319 "spo í 7| 


—i(R* Т) {о - 
=] (ñ. TY tih. TY cos o — i(8* T)sin w. 
一 个 计算 方法 是 利用 相似 变 插 关系 
М“ Т -- ST,S , 5 = R(e;.o)R(Ce; ,8), 


Jte 0 fe (0, gp) 方向 的 极 角 和 方位 角 ，S 是 把 zx; 轴 转 到 方向 的 转动 变 
Ée, 而 把 R(Ces о) ИН ОР ЖОИЕ H: nl fa 


Rie, w) = exp(- i» T ,) = 1— Ti + Ticos w -17 38n w, 
由 此 得 


Ё(я, ш) = exp (— i> T) = 5 ехр(- ie T,)S ' 


SR (ew) S 


] STES | + 51357 leos w — 1 ST, S | sin e 


1 


1 (ñ. TY -(n* TY cos o 10. T )sin w. 


二 、 三 维 转动 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 


k ”三维 空 间 的 任意 转动 部 可 表 为 线 坐 标 轴 向 的 二 次 转动 的 生 积 
R(a, B, у) = R(e,, a)R(e,, BIR(es, у) 


1 


| cacecy — SSy T Cu uS, T S fy С.я 
— Sty + Cat y _ Sat Зу + Caf; fa E ( 4. 9) 


其 中 с, = ова, 5; = sina ЗЕ. 这 样 的 三 = 个 角度 а, o Rr КОШЫ. 通常 有 两 种 


ш т. 


方法 计算 欧 拉 角 , 一 是 根据 R 年 阵 形 式 来 计算 . 把 R EEDE — PIE — 1 
位 矢量 , 它 的 极 角 是 3， 方位 角 是 a. 把 R 第 阵 的 第 二 行 看 成 一 个 单位 天 量 , E 
的 极 角 是 8, 方位 角 是 (x 一 7). 二 是 根据 R 转动 前 后 坐标 系 的 相对 位 置 来 计算 欧 
ий. 设 R HEK ЖЖ ЕК ЕЖ, ШЕК ERP, K'# = BUS НЕЙ, 
КЕҢЕ. ТЕ КОЗАК, K A: mU dep, 方位 和 角 是 (r… y). 

在 SN3) 群 中 欧 拉 角 的 变化 范围 十 


— x = a = m, 0 = Bm, 一 r = y =. m. 
Е = 0 sË z Bf, a 和 7 中 只 有 一 个 参数 是 独立 的 . 对 SU(2) 群 ， y APEE Bil 
PK. 
ж SUI2) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 用 半 整 数 ; 标记 
ГУ (о. B, y) 一 ID'Ces aD (е, 8) (ез, Pha 
= в "tu „Се "+, 


d, Co) = Ly, Ce; , е) 


_ (-1Y 1G + DLG -DG + p) г На 1 
i 2; (jtv- n)! (j -n—n)!nlíin-vtgk 
‚ (cos iol] 22 7 77 sinf oD "^, 
I (y! (vl 
п X max EL | (4.19) 
р TE 


Со) ВЕ д n ТАЕКЕ: 
Ф. бо) = (— DuC e) = (C7 (уа, (a) = CH О, LC) 
= d, (wm) = dii- ш), 
Ф (z) = 010780, „, d! (2x) = (— 179,,, 
doa w) = (Ф (о) = CL Mou C (4.11) 


Ж ulh, ЖЕЖ D PRRI E 
inj + 02а. (4,12) 


атоа/2) 


Ж yg DRAERS, лерден, D'(u)os1 EEFE, D"(u)-u 
是 SU(2) 群 的 自身 表示 . Di(w 1) 表示 等 价 于 ОСЗ) ВОВ Я: 


第 四 章 = RE ЕРЕ 


“----------- — .-. 


-1 0 1 
M" Río, 8, M= Dia, B. D, M = 5 -i 0 =i, (4.13) 
|o /2 0. 


j HERH, D 是 SO(3) 群 的 单 值 表 示 ,， 是 SU({2) 群 的 非 真 实 表 示 , ЕП t 
相似 变换 化 成 实 表示 . j 为 半 奇 数 时 , D 是 SO(3) 群 的 双 值 表示 , 是 SU(2) 群 的 
真实 表示 , 它们 是 自 其 颖 表示 , 但 不 能 道 过 相似 变换 化 成 实 表 示 . ГУ 表示 的 生成 


JU AE 
n) = (д.а: Гу UR 
(1 1 ),, — 2 ( быж m + viu- 1] 一 下 ^з 


— i T Т” 1 
(D). = 3 (фал ГУ длы Г), (4.14) 


(Б), = H Èy 
Г? = у къ) -» DÈ. 
Ax p, -Dn-ib.H 
(БО = (Р), = reo IV = бог Ген. (4.15) 
КУЕ L ERR Р ЕЕ, RP с = cos (B12) 和 s = ып (8/2). 
—$ 


` 
cC 


M 
JUD = 1, а) = | 


| c — 2 се 52 | 
d'(B)- М2, c 一 $^ —X42c Е 


s сз с“ 


| c -43cs / 3es* -s 
" I dac s c 205 — 21% + 3с” B. 
48) = үзе 252% — s c! Res” -Y3es 
Los ЖЕТЕ КЕТ: c] 


dO) = d'au (8) = C rtg ,)-t- L^ "d^, (B) 


Db | ЕБ ШЕ 


i | (25)! 1 І 
Тато cuni ©” 
d SN Cav LULA EU (4.16) 
T 22 Inl -aot | 


3. 分 别 讨 算 下 列 R RIS 变换 的 欧 拉 和 角 ， 并 写 出 它们 在 SO(3)8E KOR D' nas 
REELE D, CR) RI D C8) 

(43-2 43-2 —У2| 

D R(a, B3) = 3 | /3-2 -43-2 42 x 
| л > 2⁄4) 
/6 42/43 3⁄2-2 2У6| 

2) 544, B, у) = 5 42-6 4,6-2,3 2/91. 
| 242 -246 442 | 


解 ”R(a,3,7) 知 阵 的 第 三 列 是 极 角 为 8， 方 位 角 为 的 单位 天 量 ， 第 三 行 是 极 
fh B. HURA n- y ШК А. 
(1) d R Spas — 90, 得 


сой = 43/2, sing = 1/2. B = тіб, 
сова —— 2/4) 2— - 102, 
па = (/2[4) . == ТАТУ е 一 Frå. 


ок 矩阵 的 第 三 行 ， 得 
овд y) =- (4214) -2 =- v 1/2, 
sinfín- y) = (2/4) 2 = V A2, 
д- у = 3{4, y = т{4, 
R(a,B, Y) = К(3тї4‚, т/б, т/4). 
24. 
DR) = є (тјб)е т". 


i3 和 由 5 和 矩阵 的 第 三 列 ,， 得 


—V— 


BWE “三 维 转动 大 oni 


cosB = /2/2, sing —42/2, B= mj4, 
cosa = (/6/4) «42 = 43/2, 
sina = (/2/4) -/2 = 1/2, а = п/б. 
由 S 矩阵 的 第 三 行 , 得 
cos{x — y) =- (214) * 42 — – 1/2, 
sin(x у) = — (6/4) -42 = - 43/2, 
n- у = 4л/3, y = — nl3, 
S(a,B. Y) = S(xzJ6, nl, — n/3). 
因此 ， 
ГУ (S) = е" (xl4)e" m). 


4. АЕК ЕЛЕЙ R 和 S 的 欧 拉 角 , 并 汛 出 它们 在 表示 DOG) P 
的 表示 和 矩 阵 元 素 DURA D. (S): 
D R E£ — e sinB + escos8 JRS r ANER, 其 中 8 AEH; 
2) S Ria = (е te, ey)K3 方 向 转动 2713 ЖІК ЕЕ. 
8 Он лус 变换 把 坐标 系 KK ЖЖК”, WE K SEU. K AGE 
fü 8, 方位 角 是 a, 在 K' 坐标 系 中 , K # = ЖИА FE B, 方位 角 是 (x 一 y). 
D KB z SERE S МЕК 系 的 zz 平面 内 , 两 个 = 轴 间 的 夹 角 为 26， Ej 
此 8—28 fila —x— у = 0, 
Di, (R) = D,,(0,20,0) = di, Q0)e “7. 


2) Кх ay E ИКУ К 系 的 vy, z 和 xy 轴 重 合 ， 因 此 B—n/2, a = 0 
ЖІл- у=т/2, 
Dr. CS) - ГУ ,(0,т/2,ж/2) - d „\т{2)е "7. 


5. 正二 十 面体 的 示意 图 见 图 4.1. 把 正二 十 面体 中 心 О 和 原点 重合 ， - -对 项 点 
A, FI B, += ЖЕ, А, НЕ = 向 ,与 As 相 邻 的 五 个 顶点 , ЖЕЛЕ = 轴 的 
右手 螺旋 方向 , 顺序 记 作 A, 15455, A, Ж zz 平面 内 的 偏 正 x ТІМ. 
在 ху 平 癌 下 方 的 六 个 顶点 分 别 记 作 B, , 052) 5, 关于 原点 对 称 的 两 顶 已 
有 相同 的 下 标 . 


H B, 指向 AA, 的 六 个 轴 都 是 正二 十 面 
{КЕ КФ ЫЛАН, 绕 它 们 转动 27/5 ИЯ) 
变换 分 判 记 作 Т.,0<)<5. —1 R Bh 
HHE е ЛЯ, АЕ 5 DARME I I) 
极 角 都 是 6,, ММА 20 — 1)л/5. 
两 个 相对 侧面 中 心 的 联 线 都 是 二 次 轴 ， 都 
以 偏 正 = 方向 次 正 向 , ЖЕЛІН S) 22/3 
角 的 变换 分别 记 作 R. , 1; S10. B 5 + 
MERC (15) ӘЛЕН ША VET 9,, 2) 

ЗІ (2; - nji, 后 5 БЕН 
(6x; < 10) IE IER fa Sp E 9,, Ju fh 
ДУЗ Xr (25 — 11) x/5. 两 个 相对 楼 中 点 的 

图 4.1 正二 十 商 体 示意 图 联 线 都 是 二 次 铀 , 绕 它 们 转动 ЖЕЛЕ 
分 别 记 作 8,.15с)<15,845 个 二 次 轴 (1 
=< «5mm lk 8,, 方 位 币 分 别 为 2(j 一 1)xi5, 次 5 ^K (65710) ИЮ 

角 都 是 9,, 方位 角 分 别 为 (27 ~ 1002/5, 最 后 5 Bal 153515) Е xy 

平面 , RAA x. 方位 第 分 别 为 (4 — 43) 010, 上 述 极 角 分 别 为 ( 见 第 12 ШП) 


tang = 2, tanĝ, = 3 —/5, tan, = 3 445, 
tand, = (/5 —1)/2, tan0, = (/5 + 19/2. 
正二 十 面体 对 称 群 I 的 元 素 都 可 表 为 四 个 元 素 的 乘积 形式 
Ta R2 S1 51, 

Бн а, b.c Жа REER, 试 计算 这 四 个 转动 变换 的 欧 拉 角 ， 

я Т, 的 欧 拉 角 显 然 为 a=B8=0 ЯШ y -2x/5. 根据 上 题 的 计算 知 ，S, 的 欧 拉 角 
为 B-20,, ag =Ü fi y =. 51.5% У НЕ л НОЛЕ, EE 8= ЯП а= у= 0. 
现在 来 计算 R, УКТУ. 

由 图 中 可 知 , 经 Rs 转动, = 轴 转 到 OB, 方 同 ,> БЕЗ] О A S ISTE A vA 
中 点 ( 设 为 Q say). 因为 ОВ; 方向 的 极 和 角 为 钝 角 20., 方位 角 为 一 5， W 
ІШ OB, A, 和 OB,Q 的 夹 角 是 т/10, 所 以 Re 的 欧 拉 角 为 a= —т/5, 8-20, Tl = 
— y 2zÍ2 * x10, У 2xJ5. 


6. 根据 上 题 关 于 正二 十 体 对 称 群 [ Ж ӘРИ, 斌 分 别 计算 群 1 各 元 素 


жле SERIN ous 


RI, R,, T, 5,, S, 和 S, КК. 
解 ” 本 题 计算 的 关键 是 确定 经 过 各 转动 后 坐标 轴 向 的 位 置 . 

经 过 R, 转动 ,x ОЈ ОА, 方向 ，y 轴 转 到 由 OO nis We ATA, 中 点 (说 为 
D, угш, 平面 OA, А, 和 平面 OA, D, 的 夹 角 为 wf10. Bill a —0, 8— 8. , Kim 
—yzmj2—mnllÜ0, y -3ní5. 

经 过 R, 转动 ，z 轴 转 到 ОА, 方向 ，y 轴 转 到 由 О 点 指向 棱 A,A, 中 点 ( 设 为 
D; 点) 方向 , 平面 OA, A, 和 平 OA; D, AKAK 39/10. [ДШ a = 215, B= 6, JI 
z— Y-—m2*3uxll0, y —x/5. 

经 过 T. 转动 ，z ЖЕЛ ОА, 方向 , у Нн O 点 指向 楼 A 及 ;有 A; PAA 
D, 点 ) 方 向 , 平面 ОА, А) 和 平面 OA, D, КЖ Ж 37/10. 因此 a —0, B= 0, 7H 
r-y-—mnj2t3ullü, y ^nj5. 

经 过 S, 转动 ，z 轴 转 到 OA, 方向 ，y ЖИН О ЖАН А, А, PAOA 
D, 点 ) 方 向 , 平面 OA, A, 和 平面 ОА, D, 的 夹 角 为 wi10. ІА а= 20/5, 8-9), 
Hx-yY-—mn2-mnl10, y= 3лі5. 

经 过 S. 转动 ，z 轴 转 到 OB, 方向 ，y 轴 转 到 由 OO 〇 АНА A As PAN 
D. 点 ) 方 向 , Е ОВ, А, 和 平面 ОВ, D, 的 夹 角 为 3xj10. 因此 a= 2/5, 85205, 
Ж n- у= л/2 - 30110, у-4т/5. 

经 过 S Szi, z НЕОН, 方向 , 即 原来 x 轴 的 反方 向 ，y 轴 转 到 由 〇 Г 
指向 楼 5B,A。 PEGA De 点 ) 方 向 , 因此 8= x, Иа 角 和 YY 角 不 完全 确定 ,只 
Жа y 第 是 确定 的 . 可 以 设想 Bo 点 在 ОА, qm, 2-0ЖІл-У-л/2- 
Зл/10, Y=4m5, Ша-у- — 47}5. 


7. 利用 SO(3) 群 和 SU(2) 群 的 同 态 关系 , 验算 口 群 元 素 的 乘积 公式 : 
TR, = S,, T.T, = R, fl R, R, = R3. 
Яя OBRTE T., Т., Ку, Ro, Ri S, 在 SU(2) 群 中 分 别 对 应 
T, + u(e;,nl2) =+ V M21Y - ios], 
T, «+ u(e, n2) =+ V 1211 — ioii, 
R, + u[Ce, + е + e) /3,2x]3] = + (122211 - ор + a) + оь), 
R, <= ul (e, - e — е)! 3,2x13] = + (221 - бо 9: - 21), 


RÈ 5 и! (— e, - e; + eM 3, Anl 3i = + (12311 - ile, + o, — 03), 


-- --- — 
т--- -- -- ..- -一 一 — -.. 一 


S, t ulle, + ejJV2,x] =+ i 1206; + оу). 
现在 拒 О BIGUR 3E BUS ЖИЛ ЛЖ? X BOSE RS 9020Ж, 看 它们 是 否 相 
2, MODE Ta dex EAE НЭ et Hor. 
T.R, — / 1/2113 — ie, 1CI/2) il — ilo, + в; + cs)! 
= V1/21- is, = i5] > S3, 
TT, МОРА зо V E/211 — ie, i 
= (1/2)11 — iio, + 0 + вау)| > Р, 
R R, = (1/22 HE. -ila os + о.) (HNL — Кор — 0 оз) 


= (U2)11 -ife + 6; — өзі > R3. 


8. 试用 SUCHE ЛА НЕ D (ei, «УШ а Go RAA ñ yr ЙІ o JOB 
ЖЕ Pn. w). 
&O ad BER 0, Jr fl Ne. 5 的 欧 拉 角 为 wa= o, В= 9 fI y= 0, H 
SR(e,, «w)S = Rim, wl, 
DR o) = IY(S)D lead D'CS) 
= Dle, pd CO) D'Ces, wd (0) D e, - Ф). 


其 中 P (е, o ER ARRE. 


9. AME 2 (a ЕШ И ЛЕЯ ZA AM у =1/2, 1, 3/2, 2, 5/2 和 3 时 的 d Coo) 
тәл, 并 把 计算 结果 与 (4.16) 式 比较 ， 
R HF d (w) 和 矩阵 的 对 称 性 质 , RT п Ез Д Osee ЖЕНУ di, Ce) 
ло, 因为 其 他 元 素 可 用 如 下 公式 计算 : 
d "mc — do) = {~ D" "d: (o), 
di palo) = (-ІУ a (a) = (— 1) "dix — qi. 
yT BJ. c—cos(/2), s—sn(w/2). SWERE w щу (л НЕЕ 
c As Ed. 
ШМис0,),7:1.7-2 时 分 别 用 如 下 公式 计算 {来自 (4.16) 式 ): 


| 7 [ сі: z” 2 


4wD = uE Оа) 
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三 维 转 动 群 
_ (2j)! LEN 
4, G0 = [oS рҮ. c 


; Е (2; - Dj -v 
d g-n Ca) = IOTER 


- | - UIN nemi MA e» э- e 
(2; —2)!(j —)(; -v- 1) 
2()у+ь)!(у-ь—-2)! 


_ энн DU - у) 
(j*»—0D!ti;-v»- 10! 


1/2 gU gI 


di БЕЛЕ? = | 12 еген gU 


12 AL 


‚| — 2)!(; + v)(j + v — D LIE EE 


2(j +y —2)!(,; — v)! 


. 117 - 


diyam (e) = c, dl (a) = c°, 

а,б) = /2cs, а (о) = c — 5, 
disnan(e)-c, А лану ш) = JÁ3c?s, 
оза (90) = с? — 205°, di(w) = 

а, (0) = etas, di (m) = /бс 5?, 

di (о) = сё — Зе? 5?, dl (0) = бес? — 5°), 
а2,(0) = c* Ac s? + 5, аз, қау) = c, 
d'y Can? 一 5с°з, d'itaysi Cw) 一 "ET s a 


5/2 __ 5 32 
d (siyonm Со») = vc — 4c' s, 


diy Coo) 一 Jets 一 Je? а) А 


аз уара (е) = c — бс? + 3cs', di lw) = cf, 
di (ә) = 46c^s, dim) = м 15c' s^, 
dh (о) = 245c s, d} (0) = c? - 5c* s, 


dalo) = 1005 – 2025), 

а, lw) = V30(c s с), 

di (о) = сб Be st +T6c 

di (e) = 243075 - 38 9 + cs"), 


Деб) = с 6 осту + 9c t — 50. 


Шш- ooo КЕШІ 


10. 把 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 D ` 3: F Of # D, 的 分 导 表示 , 按 子 群 不 可 约 表 未 约 
ДЕ, 拷 出 约 化 的 相似 变换 矩阵. 

fox S063) 群 六 表示 ,利用 公式 Y (o 二 sin(7o/2)/sin(o/25, 容易 算得 恒 元 , 
E, 转动 2x/3 ял л ЛЕКЕТ ДЕ y! CE) 77, x (2wf3)=1 Ж 
y'G)-2-1. DD 表示 关于 子 群 DD 的 分 导 表示 是 可 约 表示 , 可 按 D, 群 不 可 约 表 示 
AME. 在 分 解 式 中 D, 群 各 不 等 价 不 可 约 表示 А, А, 和 五 的 重 数 a,， 可 用 特征: 
标 公 式 计 算 ， 

йм = (1/6)11х7х1+2х1х1+3х (-1) x 1: = 1, 

aa, = (1/6)11 X 7 х й+2х1х1+3х(—-1)х(-—1)} = 2, 

ap = QJ x 7x 2+2>x 1x (- DD +3x (- 1) x (0j = 2. 
Вр 

DD.) = р^ (ру) 2D (D4) B 2D (D3). 


等 式 两 边 表 示 的 维 数 都 是 7. 
为 了 找 出 约 化 表示 的 相似 变换 甜 阵 , ЖЕСІН 1), 群生 成 元 D ЯП А 在 变换 前 
后 的 矩阵 形式 . 为 此 , 要 确定 此 两 元 素 的 欧 拉 角 
DD) = D*CGe,,22/3) = D'(0,0,22/3) = арії, o^ lo^ m.s 
D) (A) = Di,C- n2, 72) = Di, (0 m) =— д, 
w = exp.— i23} = (-1-1У3)/2, 
w? = ехрі- 44/31 = (~ 1 + i4 3/2. 
2 0 0 0 0 Ü Ü | 
озо 0 0 0 0 
o 02 0 0 6 0 


оо 0 -1 -43 0 0 


t| = 


X'D’(D)X = 


000 /3 -1 0 0 
000 0 0 -I ^ 
lo оо 0 0 43 -1 


X" D'CA)X = diagll, = 1, = 1,1, = L,1, - d |. 


X SSEEBUTTIBTRIEEUH D 的 行 ( 列 ) 指 标 标 记 , EHE 3,2,5, (730, 列 指标 应 该 
用 约 化 后 的 表示 及 其 行 来 标记 , BE А,, А,(1). А„(2), [Е(1),11, ТЕС, 
2], [EC2),1] 和 [E(2),2], 其 中 括 寻 中 的 数字 用 来 区 分 重 表 小 . 这 时 为 了 方便 ， 
X 的 行列 指标 都 用 序数 学 1:37 标记 ,而且 7 ТЛ STE Xmas. 
注意 D(A) 可 以 看 作 一 个 方块 答 阵 ,只 是 子 什 阵 所 在 行 ( 列 ) 不 相连 , 其 中 第 由 行 
( 列 ) 是 一 维 子 年 阵 ， 即 数 — 1,28 —, 七 行 ( 列 ), 第 二 , 六 行 ( 列 ) 和 第 三 , HíI 
(МЕЛ HETÓBEE- с, о 矩阵 的 本 征 值 和 本 征 矢 量 是 


1 1 БЕ 
, — 1: -—' |. 
421] 


从 相似 变换 关系 中 看 到 , XERKA IRRE D'CD)sI (4) 的 共同 本 征 
ABE. 作为 D2(D) 的 本 征 值 为 1 的 本 征 矢量 , 它 只 有 第 1.4 和 7 了 7 分量 能 个 为 零 ， 
再 作为 D (A 1) 的 本 征 矢 晶 ,， 转 置 后 得 


XT = (,/1)2,0,0,0,0,0,- v 1/2), 
ХІ = (//1/2,0,0,0,0,0,-/ 1/2), 
ХІ = (0,0,0,1,0,0,0). 
X, f X, 都 是 D5(A) 的 本 征 值 为 1 的 本 征 矢量 , 它们 要 与 Xi EX, 转 置 后 可 取 
X! = (0,/1/2,0,0,0, - v 12.0), 
XI = (0,0, /1/2,0, -- 1/2,0,0). 


再 代入 关于 D(D) 的 相似 变换 公式 , 对 第 四 列 ， 只 看 第 二 和 第 六 行 , 有 


г — 


1/2 | BEP 
D'(D)X, = D'(D) |= т 

112 =. ш 
Ü 一 一 一 ‚ 一 -一 
=- 5 XT > 5% -5 45) ? | ui 
- /AR aa 

对 第 六 列 ， 只 看 第 三 和 第 五 行 , 有 
JA) 1 боо оду | 


D'GD)X, = DD) = =! 
f. um ЛЕГІ 


SL fib Eo 


1 43 1 1/2. уд! 1/2 
一 7 Хт А = - > Шон uu 
i— V 1/2 | i-i 172 
最 后 得 相似 变 挤 短 阵 X 为 
1 1 0 оо С Д 
0 0 1 i O0 0 
аба O0 O i | 
x=. 0 o 00 0 Ë 
Y 2 
) | 


гы 
— 
— © Фф 
= 
с> 


озо ооо 0) 


X, n X, 确实 都 是 ГОА) БАНА -1 АЕК, 


п. 分 别 对 SO(3) 群 的 不 可 约 表 示 DOA D* 关 于 正二 十 面体 固有 点 群 1 的 分 导 
Желк, 计算 按 子 群 1 AULA лк ИКЕ ЕНІН - x 
яй x SO(3) 群 D3” 和 D* 表 示 , 利用 特征 标 公式 
y Co) = sinL (y+ 1/23 fanle), 
窑 易 算得 恒 元 E, 转动 2xf5 fB, 47/5 fH. 2/3 fI m 角 元 素 的 特征 慰 分 草 是 


PIE) = 41， 和 (2r15) = ŽD = 1, 


sint л/ 5 
y? (4x5) = ніп(824/20) -1， 0025/3) = заа --1, 
y (m) = Lr = 1, ҮЗЕ) = 37, 
p aujs) = BETIS) = LESEN = ~ 2cos(z5) =- p. 


" sin(74m/5) _ sin(4z/5) _ | E 
x (47/5) = CIS) — sin(2n/5) 2соя(2ж/5) = P. 


51163713) _ anlal) . ] 


sini n/a anias 


y" (2x]3) = 


ТЕ ZU 


To 


v (n) _ віп(37л/2) E біп(т/2) = | 


D 表示 关于 子 群 ! Bg рл. "НЕ! 群 不 可 约 表 示 分 解 . 在 分 解 式 中 工 群 从 不 
可 约 表 示 的 重 数 аз, ， 可 用 特征 标 公 式 和 工 群 的 特征 标 表 ( 殉 秆 三 章 第 20 题 ? 计 
算 . 对 表示 DU. 
a? = (1/60) {1x 41x 1 I2x Lx DL: 12x1x I 
+20х(—1)х1+!5х E x ]! = 1, 


a? = (1M60)]1 x ALx 3r I2x Lx p' € 12x Lx (- p) 
+20 х (- 1) x 0 +15x Ex (— 1)i = 2, 
a? = (Мб x 41x 3+12x Lx (— р) + 12х1х p 
+20 х {(- 1) хе +15х1х (- 1) = 2, 
a? = (1160) 11х41 х4+12х1х (3 + 12x 1 x (— 1) 
+20 х (- 1) хІі+15х1х 0 = 2, 
a? = (1160)11х 41 х5 + 12х1хо+ 12x 1 x0 
+20 х (- 1) х (- 1) +!5х Ex If 4. 
对 表示 D”, 有 
а = (1160) хэтхізізх (p) х1+12хр х1 
+20х1х1+15х1х1} = 1, 
ақ = (160) 11 х 37x 8612 (o p x p Y 2x px C. p) 
420x 1x0-c-15x 1x (- Di =l, 
a = (46011x 32x 3& I2x (- p) ! x (C p +12X p X p 
+20 х1х0 + 15 хіх (- Di 2, 
аё = (1/60) 11x 37 х 4 4 12x {= р) х (- 1) + 12х p x (— 1) 
+20 хіх1+і5хіх 0 = 3, 
аё = (160) х 37 x 5 + 12x (< p) x 0* 12x p x Ü 


фх1х{-—1)+15х р ХІ -3. 


EEUU НО BUR 


— h -~ ` — — ——- 
— — —nTFr.- 


О) раза (чуор! а ее аре. 
рес РАО) S DD DO DYN PD) 3Dn'(rp. 
Z rk XL EZ BJ 2 ОЛИ Ж. 


12. 通过 SO(3) 群 的 不 可 约 表 示 О! .大和 DX F E Efi SHE л ЕТ НЈУ T 
表示 , 计算 ВЕРЕ ВЕЕ КАЈ л РАЧЕ, 并 由 此 计算 1 ЖЕК 
ЖЫЛ Hy e БЖ ЯН. 

SL 第 OS 23 题 已 给 出 了 了 j 群生 成 元 在 各 不 可 约 表示 中 的 表示 年 阵 ， 25553 5 

题 给 出 了 工 群 各 二 次 轴 .二 次 轴 利 开 次 轴 方 向 的 极 第 ( 即 o, 至 9; 78), ЖА ТЯ, 

上 明 这 些 结果 是 如 何 计算 出 米 的 . 第 二 章 第 15 和 第 16 题 用 投影 算 符 方法 计算 了 工 

群 和 O 群 正则 表示 的 约 化 , 这 方法 同样 可 以 用 到 工 群 来 ， 只 是 计算 中 需 用 到 DES 

元 束 的 乘法 琢 ， 木 书 为 了 节省 篇 幅 ， 不 再 列 出 此 乘法 表 , НІП КЕЛІ» 7 36 

积 的 计算 只 能 给 出 计算 结果 . 读者 如 果 有 兴趣 ， 可 以 查阅 “物理 学 中 的 群 论 一 书 

小 的 介绍 (文献 -1 和 3-8)1. 但 也 可 以 夭 认 计算 络 本 ， 着 重 理解 这 里 分 绍 的 方法 ， 

因为 T. 在 表示 中 的 表示 朱 阵 是 对 角 化 的 , ШІН. TS Е, EUER Я л 

只 能 是 9 = exp: —12л]5} Ж. ap ЖЖ ЖС dénigfr qus), di T, TRE 

表示 中 特征 标 可 得 
рат) = 1, DI (CTO) = digig, D 7 |, 


| 


ЮЗ (Ту) = арі, 1, 371. DCTo) = diagl ys 9; р, 
D'CPI,) = diagi у, p, 1, 9^. ji. 
在 1 群 的 群 空间 找 满足 
PEP = рф, ФТ, = ФУ. 


的 矢量 oU. 这 可 用 投影 算 符 P, 米 计算 : 


- 


P, = + “реет, ФО = CERT P., 
p- È 


pe 是 归 - -ARR 先 取 R' CE, RRI н» 时 PW -0, 算得 Фу). 然后 
再 找 - -个 在 ФОН НЕ Ж, HN S 作为 RT SERE н t >= 
om o2-0,94 o2, ДР и= cu МЕН R” = S, 和 R® = Sw 计算 得 
$3 和 由 ,计算 结果 可 参看 文献 [1] S 3-8. 这 里 只 强调 一 点 ， 就 是 恒 元 E 只 在 
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一 
一 一 一 


и = v 的 天 量 展 升 式 中 出 更 . 现在 我 们 关心 yy 二 v=1 HAM, 有 矢量 
Qi = 1Е+у Tity To + gy Tit ЖҮЛГЕ , 


ФО! = SiS, + рК рТ + рТ, + gR, 115, 


п-і 


5 
Ф = У |8, 92 Ti t Busco Rast n T, 15. 


ю—1 


采用 第 三 章 第 8 题 的 办 法 , 根据 C 类 的 元 素 之 和 W 的 本 征 值 来 区 分 属 各 个 可 
约 表 不 的 基 : 


5 
W- We TD. D'W)-a 1, 
2—0 
a^ — 12, ali — 4р, PIE =- 4p, т” —— 3, o? E 0, 


p= 05-002 = +, р = 51 DD =- рр 
为 了 计算 w AAEE 00 PARRER, 不 必 计 算 全 部 项 , 只 要 计算 用 W 
作用 后 得 到 的 三 个 元 索 五 .S:, # S, 的 系数 
We -ірЕ-р15,%--11У5, 
WweoJ-|-sp'E-2p'S,* p SS， 
Wei? = 1p?S,— £^ S, 1/5. 
得 W НЕ ФИ ҚА 
p -45p' D 
-45p' 2p' P 
EE p^ -Fp 
ажын 4p 1, -3 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 


| l | 1 м 5 
t al 1 1 d. 2 
2 P |, | 70| 

| ) – 1: E 


PE 群 论 习题 精 角 
由 此 可 得 属 表示 T, 的 基 . 我 们 只 关心 含 玉 和 5S, 的 项 

Фи = {Ф - p'o? – рф 2 = E25) - p?! S0 + 
SW) --p!EHl0-- =- рр IS +, 


得 DT (S )= - p 1,5. 

另 一 方面 , 采用 与 上 题 相 同 的 方法 ,容易 算得 SO(3) 群 表示 р.р" < 
于 子 群 的 分 导 表 示 的 分 解 式 , 其 中 DUM 也 的 分 解 式 只 有 一 项 , 而且 由 于 所 选 
定 的 T, 表示 和 抢 阵 ， 可 以 规定 相似 变 摘 为 1, 由 此 得 D^ CIR ГІ). 


D'(R) = Dh(R), D'(R) = D'(R), 
X'D(R)X = Dp (R) D D (R), ЕСІ. 
根据 第 9 题 计 算得 的 4a*(8) 具 体形 式 , 得 
DIS = ЮҺ(0,2#,,л) =- с = Du (S) =- p INS, 
用 符号 “= cos, s sn 0, A 0, 是 锐角 , 得 
= рч, s = pH S, cs с ғ = MS, 


tan @, = slc = p = (/5-1)2, 80,2 31.72°. 


由 此 得 
— c? — 4 2cs — 52 
DHS) = j-e 2-я ла | 
MENU 


ЕТЕ — 42 72 | 
—/2 1 /2 | 一 D^ (S), 
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2 ` ` 
D (5, ) 
4 3 2 
C дс 5 6 c 52 2c? s? 
1 d 7 FE 3 
2c's - c* + 3c ° =y esfe — 2) — Зе? + 5 一 2cs^ 


= Wécts balet — 2) et Ae st + t Beste? — 7) бег! 


| Zes? -3s 963 Jõele 2) с x36 —2Xx 
ғы 一 2er? бс? л? - 229 c? 
b^ 2p' 46 2p p 
2p! | pg -6 -p° -2р 


2p - p^ 46 p#  -2p" 
ІМ -2p v6 -2p! p^" 


现在 由 条 件 XC D'CTOX = D CI рТ) X BJ АЕ ЕЗ 


оос 0 00-4 

a 00 -5& 00 0 

ооо 0 10 0 
Х-|010 0 00 0 |= (Ху. 

000 0 01 0 

00d 0 00 c 

воо а 00 0 


На + lal =le? + 141 = 1. 
根据 第 o 题 计 算得 的 D;, (S,) = аз, (20,)expl— інді, ib 32 meg X 
X !DH(S)OX-2 р°(5,)Ф DECS ) 的 第 5 4r( = - DR 1 (ы =3)Я158 З 列 
{ж = 1) BJ ЫЖ: 
0%(5,)а + Di. (S,)b = 0, DS) c + Dico Gd = 0, 


НЕЕ 


------ 一 一 一 一 --- — - 一- _ 
一 — - — -— – — 一- ———— - 


Du (S,) = V 0c s(c - 2352) = 2/25 p, 

Di.s(8,) == V 185c^* = — у 3/25 р, 

DRS O =+ 15‹°5° - BRS p, 

Di (S) == Oc (27 5) = Sp. 
解 得 sib = v3 及 和 cfd = – 3 2/3, АЖЕ, E a= а = 3sfib--c- 
2/5. ИҚ АЯҚ, 算出 


| 
| 

р%(8,) = + 80-4 02 |. 
| | 


р x42 -P 
=} р-р 1) 
| 
J. P l -1 -p| 
D'(Si) = = 7 
Sjo p -1 | p 
| 1 -ф' ф —1 


ШЖ F: datura. 由 于 各 转动 轴 环 绕 > 9627237710, 
它 人 的 方位 前 直接 可 由 图 4.1 确定 , 这 里 要 计算 它们 的 极 角 . 按 第 5 题 的 符号 ， 
Бе T, 以 外 的 五 次 轴 的 极 角 为 G, 两 组 三 次 轴 的 极 角 分 别 为 6 ЖІ 9). 两 组 二 次 
hire fans 8, A 9,， 另 一 组 二 次 轴 在 .ry 平面, 极 角 为 r2. 前 面 已 经 棋 据 
DCS11 的 形式 算出 了 fa. 可 运用 一 些 几 何 知 识 来 计算 其 他 极 和 角 . 设 正 二 十 面 
体 的 楼 长 为 1, 外 接 圆 半径 为 R, РАСЕ) r. 正二 二 面体 的 侧面 是 正三 角 
J, 三 角 拱 的 中 心 到 顶点 的 距离 为 4=v13. АШ ЕНГІ, sin 8, = (2R) ', 
ta. = dir, р= dia r°. Bm 


1:2 
2 [5 +35 _ 
К 一 (2sinf, ) : 一 i + cot? 8, um (543) -7 0.9311, 


— hH 2 
ТЕГЕ 446451 3345 _ y 7558, 


A... .3-/5=2p 6, = 37.38", 
t 


d 
tang. = F 


23 
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9, = 28, = 63.43°. 0. = ла й _ 5 - 9, = 58.28", 
2tanë, б |] 

1 B = —— '_ = = r` шш -1 = Ы 

ang, Г tan 8, 2, tan, = colf, = p E 


0, + 0, = 206, =x- 0), 


|. tanĝi t tan; _ — > у-2 _ А 
tang, — І = tend, tane, = 3 +у/5 = 2р ,8; = 49.19. 


13. 证 明 在 SU(2) 群 中 , 相同 ә 的 元 素 uu (no Й. -Ж. 
解 ” 我 们 已 经 证 明了 SOC3) 群 和 SU(2) 群 的 问 态 关系 ,， 即 SOQGOSETIZOR R(n, 
由) 和 SU(2) 群 两 个 元 素 i un. a) fe E XT Ж: 


k(ñ.oya (ñ .o) = DIEA ЛЕРІ 
НАН ХЫ. YE i 方向 的 极 角 和 方位 角 分 别 为 9 和 和 gg, Ж 
5 = R(e,,e)B(e,,0) Є SOG), v= utes, q)ute;,0) € SU(2), 


MH Sya = m. 
3 
_ ч 4^ 
wv = Seu = G Rh. 


= 
h— ] 


BESR u(n oi) = 1соѕ{ 2) —1(@с ñ)sin (0/2), 有 

v'uln,wo)v = 1cos(w/2) — 1c4sin (wf) = ues. m), 
ИЕАЗ Н.Ж ЖЕ o ВАС и (яо ule w), T-mTIH—2S. 由 于 
uA о) AB ВОЙ Р 2e0s( 0/2), E Оо &2т 的 范围 内 ,不 同 w BJ u Cn о) 
КЕЛЕЕ, БЕТІН ЖЗШ, 分 属 不 同 的 类 ., 证 完 ， 


三 、 李 氏 定 理 和 李 群 的 伴随 (adjoint) 表 水 
k ERKA HEH: 简单 李 群 的 线性 表示 完全 由 它 的 生成 元 决定 ， Bl ez AB FE TE 
足 如 下 微分 方程 和 边界 条 件 : 
IDIR) Ji ws GO] DOO, DOO Is =1 (4.7) 


m E 
dr, 


其 中 5, СО ЕКИ ЖЕНЕ. à КУ Т, MER T HSR e, ELX 


— 


=. —— T .-.-.-+<O+`+—W!RWT)OMCI,S. 


d 128 . u E ЕНЕ ЗЕ 
FR 15 KSAR, ЖУН r pR ЖС, 


t, = f (rs), Sar) — 


FERRAR (je. 
克 ” 李 氏 第 二 定理 : 李 群 线性 表 不 的 和牛 成 元 满足 共同 的 对 易 关 系 
LL — Li, = 1С. (4.18) 
其 中 С, ЖЕНА ЗА. 带 通 过 一 己 知 表示 生成 元 的 对 易 关 系 计算 得 到 . 
结构 常数 依赖 于 参数 选择 . 
Ж ERP ЕН ФЕН Ы СД 
Ci =- Ci, 

S11C2C4 + CECE + CIC! = 0. (4. 19) 

反之 , 由 满足 (4.19) 式 的 一 组 实 常数 , 可 以 构造 相应 的 李 群 ， 以 此 常数 作为 结构 


Ж. 
А = йй лл D(R) 及 其 生成 元 L WE 


D(R)LD(R)' = Уа (К), (4.20) 
其 中 DR 称 为 杰 群 的 伴随 表示 . TERES 的 生成 元 与 结构 常数 相 联系 : 
(193, = Ce (4.21) 


事实 上 ， 取 伴随 表示 的 生成 元 (4.21) 式 后 ， 对 无 穷 小 元 素 R, (4.20) ЕРЕ]! 
(4.18) 式 .SO(3) 群 的 自身 表示 是 су ООО ЕЕ Ы, 因而 


D(R)ED (R) = УБР, 
k 
Pal. Pa. 一 > La, 
k 


OI, Og 一 УЉЕ, (4.22) 


其 中 P 是 标量 函数 变换 算 符 О, 是 旋 量 或 张 量 函数 变换 算 符 ，L。 和 J 分 别 征 
онза ЗИТ. 


14. 试 由 亨氏 第 二 定理 计算 SU(2) 群 不 可 约 表示 生成 元 的 容 阵 形式 
解 这 是 量子 力学 中 的 矩阵 力学 理论 的 一 个 基本 问题 ， 用 的 是 标准 的 群 论 方法 . 


Ж ЫЛ . 129. 
ADLE SUI(2) 群 牛 成 元 满足 的 共同 对 多 关系 : 
sdl = + J., J..J-] = 2], J. J.J = Ü, 
J2=Ji+J +J. = J - J tJ... 
因为 1 与 所 有 生成 元 J. 对 易 . BEDA EAS n EZ e R rR ДЕГЕ. 在 不 可 约 表示 


空间 中 , Ex ?和 J 共同 本 征 函 数 为 基 . 设 J 的 最 大 本 征 值 为 j, ЖЖ hu Di- 
rac) 符 导 ， 沁 和 作 | 2: 
Ja p siilj Лр = 0. 
由 此 可 求 出 了 的 本 征 值 为 ;(;+1). КА IERI, ВРА Bn] Zo SE SAY Pal , 
作用 足够 多 次 后 必 有 
рТ) = 9, J“ |; = 0, 0 = ux n. 

则 

BRIaD. d-J20132G-DJI- jy)» 

JJ jp = оеп) Гу, 

тау = (G n) n ОГЛ) = jG J-j. 
解 得 n WERA Z2, 故 ; 只 能 取 整 数 或 半 奇 数 . 设 

Jip =А„1н-1), Üscj—-pun-2, 

其 中 А, 是 待定 常数 , A 1-0, 其 他 A ЖЖ. MERER EJ 作用 下 
Mlet DREA, Жала. 这 个 27+1 维 空间 对 角 动 量 算 符 J 是 封闭 的 . 用 数学 
归纳 法 ,看 


Jo.) = B... (v + 1), By EJ. 

Hp. 要 证 明 它 对 "= и —12>—) dm, 其 中 B ,是 待定 常数 ，B,, ,==0. 
2и 1и) = 23316) = J.J 1 o = AJ. lp -D-A,,B,., |н), 
Jg 1) = CA)! Qu + A. Bua) Iu = B, In). 

证 完 ， 上 式 同 时 给 出 递 推 关系 : 

A. Bua = AB, 728 = Apa B... T 28 7 2(g – 1) 


0 Е x USER 


“一 一 一 一 


= А,В, -ір%у) — (= tp +j +1) 


(j +u = 1)(j =н) = Gu. 
选 泽 基 的 可 乘 因 子 , 使 A, = B, = Г, 为 正 实数 , 得 

D = (2))1]°, Ba = 103-1) 2], 

Г. = 1023 = n) (я + l], Р = (+0) — £ 5 12015, 

руе рів). Flp:-j(;g 120p», Jale = Р. ис 15. 
15. 对 任何 一 阶 李 群 , 组 合 明 数 为 ro), АЕТ r, ЕЛІМЕ HEIC 


为 相 其 关系， 六 (ri )=к +s. 沿 zz 方向 相对 速度 为 v 的 两 惯性 系 间 的 
洛 伦 北 变 换 A(w) 取 如 下 形式 , 它们 的 集合 构成 PES. 


1 Ü () 9 
= f1 一 21,2 
0 1 0 T y-0-wic) 
Alu) = 4 | vU, t vU; 
O 0 y — iy vlc Ажал) = TY Vue 
Ü 0 iY vic y 


请 选择 新 参数 , 使 新 的 组 合 星 数 为 相 加 关系 . 
解 ” 对 任 - 给 定 的 一 阶 李 群 , 选 定 参数 r 后 , BARRA firi. 


so) = (MER 
由 李 氏 第 一 定理 ， 
ape) --iS(GO)DGO), | DG), = 1, 
其 中 d RR DGOU EIL, e 是 恒 元 的 参数 ， 取 为 零 . 解 常 微分 方程 , 得 


D(r) = exp|- | 803%: ' 


wlr) = | 809. 


恒 元 的 新 参数 仍 为 零 . 由 此 得 
Dir) = expl — ile( rji. Dis) = expl— 16821. 
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expi - [оғ +5) И = D(r)D(s) = D(rs) = expl — ifo(rs)!, 
ers) = wir) t wis). 


EN SUETdUNETZE CE 


以 相对 运动 沿 = 方向 的 洛 伦 兹 变换 所 构成 的 一 阶 李 群 为 例 , 选 相 对 速度 v 9 


参数 , ТРУ 


| _ ntu _ O0f(vsv )! _ __1 
下 1 + G vle?’ Siy) — дф 1 ы — 二 
引 人 新 参数 w 
_ АГ ¿ y| _ v 
а) = | S(r)dr = атстапһ{ — ) | = arctanh (2). 
C jn C n C 
选用 新 参数 后 ， 
tanh o = vjc, cosh e = (1— wc) ^ = y, sinh e = y vlc, 
|] Ü {) Ü) | 
lo | Ü () 
Ata) - | . 
| Ü coshw  -1sinh c 
lo Ü sinh w cosh w |] 


HEATER, 参数 o 相 加 . 


四 、 不 可 约 张 量 算 符 和 维 格 纳 (Wigner) 一 Pe ll (Eckart) 定理 


k (28 +1) 个 算 符 LO), — bsp Sk, TRIER HI SO(3) 群 不 可 约 表 未 


DRAG, 这 些 算 符 称 为 阶 不 可 约 张 量 算 符 : 
O&,L^(x)Og = 5L GODI КЕ). (4.23) 


对 无 穷 小 转动 , 得 
[J Lt (z)] = p LG, 


Tr)] = RT DIC IE o + DIU La (x), (4.24) 


SU, U, LiGOT] — Elk + 1) Li (z). 


шті 


ШЕБИНИН СОЛЕ 


(4.23) 式 和 (4.24) 式 是 等 价 的 , "ECTS HT DATED ЕТЕР ЕЕ SS EX. 如 
RFE O, MR Pr 或 Qj , M Letz) 分 别称 为 关于 轨道 空间 或 自 旋 空 间 的 六 阶 不 可 
约 张 量 算 符 . 

一 阶 不 可 约 张 量 算 符 称 为 矢量 算 符 , 由 (4. 13) 式 知 , D' 表 示 等 价 于 SO(3) 群 
自身 表示 е, 因此 矢量 算 符 有 两 种 表达 方式 : 


1 
O&sLL(x)O = > Lilz)Di ÜR), 
4 -1 


3 
O&jV,(x)O, = > VCGOR,, 
һ-1 


uu (4.25) 
Li = — w 1/24 Vi T iV;), (Ж 一 ww 12 m Li), 


Lo = Vas V, = iv 2AL + Li), 
Li, = VI(V, iV) V = La: 


Lir ) 称 为 矢量 算 符 的 球 分 基 ， V. (zxz)] 称 为 矢量 算 符 的 直 第 分 量 . 常见 的 矢量 由 
符 有 电 偶 极 算 符 c, ҮІ), 动量 算 符 pu, 角 动 量 算 符 Jala 和 S, 等 . 
ж FARER., J WE 


Oy, (OR = Уб). 
因为 外 正二 Ow 变换 的 生成 元 , 所 以 上 式 正 是 sO13) 群 伴随 表示 所 满足 的 关系 
x. 取 a=3, 得 

0.1.0) Ок = J- ñ (0,e), R= R(g, 6. y). (4.26) 

y 角 经 常 取 为 零 . 由 (4.26) 知 , J" (8,9) 的 本 征 函 数 是 Ову, (>), 其 中 Ge) 
是 履 于 不 可 约 表 示 DD ”4 行 的 函数 , 是 J, ЖИЕ. 
ж ”对 于 球 对 称 系统 ， 能 其 本 征 疯 数 可 以 组 合成 属 不 可 约 么 正 表示 确定 行 的 葬 
Ж: 

ORA. (ж) = NWLGODL,GR), 


Ogd (2) = 319) (х); ; (GO. 


онн EIUS Ц, КАРТ DE ES ESSE ДЕФ АИ 
AR HIE: 


д ЕВЕ 


. ]33 - 


COL (т) | W (rz) = 68,6, < || w'). 


其 中 (外 ú SP > 称 为 约 化 矩阵 无, C5 o Ar 的 具体 形式 有 关 , 与 指标 ; A; 有 


X, 但 与 下 标 н Жі АХ. 现在 来 计算 不 可 约 张 量 算 符 在 这 样 函 数 基 中 的 所 阵 
元 . 因为 
Oy, (Cr) (х) = {OA (Cr) OR LOQUO] 

= УСЫ ХОР RID ДІ. 
Lt (xz) P ( x REDE АЛЕ, И] FH YE Mi R E Ж ЖИИ HER ROCA RT 5) 
表示 变换 的 函数 Fu (z): 

Р(х) = У) LLOD LC x Oy pm 

PAESE AED, m >; MMC DIO рну» 

T 
ORFw(z) = > FG) Dies (R). 
H HERR He DE IG 
(dy. (z) | Fux) G8, uc, 
其 中 常数 c Fiu MEX, C5 Ф, LN PJ МОР АЯ с, 也 与 指标 7 ， 
Ë 和 ji Ж ©, 仍 称 为 约 化 矩阵 元 ,， 记 作 《 守 | L' T ғ). 因此 ， 
(Dx) | LEGO LEGE = MIC, (z) | FG 
= Chu CD П). (4.27) 

原来 要 计算 (27 DOR DOj + 1) TREE. 现在 简化 为 只 需 计 算 一 个 矩阵 
元 , 而 且 可 以 挑选 最 合适 的 下 标 B. o 和 jy 来 计算 ， 用 这 个 抑 阵 元 的 计算 结果 来 
确定 约 化 甜 阵 元 ,从 而 把 这 么 多 个 矩阵 元 的 数值 联系 起 来 . HORA YA E ЖП, 
矩阵 元 中 与 转动 变换 有 关 的 性 质 分 离 出 来 ， 由 克 莱 布 施 - 苹 登 系数 来 描述 , 而 与 


辕 动 变换 无 关 的 性 质 , 如 与 波 函 数 和 算 符 具 体形 式 有 关 的 性 质保 留 企 约 化 二 Ел, 
中 ， 这 样 维 格 纳 - 埃 伽 定理 充分 发 挥 了 对 称 性 的 作用 , 大 大 简化 了 计算 工作 量 . 


16. 球 函 数 Y, CAO RAE e, 2i IL PUB fü zi BEAR GE PRG, 本 征 值 为 m, RAE 
们 计算 沿 ж = (e, e2)A2 方 向 轨道 角 动 量 的 本 征 值 为 m 的 本 征 函 数 . 

B = (е, e 23r ER fl 0 = x2, AMA e = - л/4. S S= RC — nl, 

zj 2,0) , iili] 


134. REIRME 


一 一 ——————— -一 一 一 一 一 


-—————— 


P.L Po = Y LS, = Lom 
Т 
工头 的 本 征 值 为 т EWERAN GE 
PSYLOR) = >, Yi A) „(С - 94, 12,0) 
= Ууу Ойда”, (nf2), 


ін 


因为 
БР (Я) = Ps YI (ñ) = miPs Y,CR). 


17. 设 函 数 二 (xz) 是 属于 SO(3) 群 不 可 约 表 未 D m 行 的 函数 , 试 由 风 (Xx) £X 
性 组 合 出 轨道 朋 动 量 沿 e, 方向 的 本 征 值 为 m 的 本 征 国 数 ， 
BER. 利用 表示 ГУ (5О(3)) 5 ЖЫ ЖЕ Ж ЛАН АИ. 

解 ” 由 表示 D'OO' 与 表示 D'OROBISEDBURUR , 


IYER) = Ф (л) RI Ф (п), 
P (п) = 4„(— ж) = дисоб DIU, 
可 把 函数 yi Ce»? SH Ar BUB RT Ep D I РЕЖ ó, (хт): 
Pa) = SG Dont R), 


У (z) = MG (т) = C DU" VG. 


Pepa (z) = 2/8. 2D. CR). 


因此 Ф, Cabin е, 方向 轨道 角 动 量 的 本 征 值 为 ЕО АПАР Ж. 再 用 第 16 B 
三 法, 根据 e, 方向 的 极 角 和 方位 角 都 是 y2, 引入 S- RG/2,x/2,0), ЗИТ е, 
方向 轨道 角 动 量 的 本 征 值 为 m a zl ab SUE 


PA (ж) = уй, Cr) Dun CS) 
= (ЮУ) e" dam G2). 
m abd Lag (z) = mgala)" РЯ е; hy gus fos ER RR AE 
(KUN m WA EP DOE: 


第 四 章 = 4135. 


---------- 


—A—o аа ñ ñ 


Pa „(х)“ — > g (ад) DU UG) 


-(-1" NW (xy emm 2. 


- 


把 求 和 指标 m R- m^. 除了 相 因 子 , 两 个 计算 结果 是 相同 的 . 


18. 关于 自 旋 空间 的 转动 Qu, ДЕШЕ, (o) AH EROR D р 1, ЗІШҘЕН 
旋 角 动量 SUR S, 的 共同 本 征 国 数 , 本 征 秆 为 s(s + D o, 试 由 它们 计算 
自 旋 沿 径 向 分 量 S FREIER, Eb ori LAB. 

解 ” 算 符 S$S'? 在 空间 转动 中 是 标量 算 符 , 但 在 和 白 旋 空间 转动 中 是 矢量 算 符 . Ur 

的 极 角 和 方位 第 分 别 为 8 和 ow, EX R-RGp9,0), Wi 


S$ P= 0,50%, 
ТЕ AE ER С 
Qge o) 一 >e (Ад), (Е) — Se (А)е а, (0), 


S - $ Qu (p) = ебе (р). 


19. ЖЫ НАНА SMS E HEN, -EEP J LA S, A EEJ h, 
SIA SF, Aa ЕТЕНЕ A ERR. 
解 PLA 5° idt] dr eS ЕН e oR CY G), ERRERA Y. (n) 
和 旋 量 基 e! (o 8 ЗЕ i КҰН ТІЗЕ 
YEA) = MIC peop Yos CO Co). 
е. 阶 旋 量 , 上 式 是 旋 量 等 式 , 是 (2 +1) ERR. 因为 在 组 合 中 
只 有 磁 量 子 数 求 和 ,所 以 球 旋 函 数 还 是 LUI S* 的 本 征 函 数 : 
Ју (я) 236 + DYZ'GD, 
J Y2 (8) = ҰР), 
J. YEG) = P YS (а). 
L'Ys(8) = (+ DY (А), 
SYE (ñ) = sts +1) Yi (n). 


pg, SHAS F, 的 共同 本 征 函 数 也 是 ; 阶 旋 量 . 因为 蕊 是 J A у, 的 本 征 
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PRA, 所 以 在 空间 转动 中 按 SO(3) 群 DD 表示 变换 ， 


OrW (r) = РОВ) (Ек) = У (Р) (Р). 


设 r RERA rd Mo, АЛИ T—R(Q,0,), CHE z Не 方向 , HH Tr. = 
ғ, А ғо -7(r,0,0)818 z BEL E AER. 在 上 式 中 取 r Dru; RAT), 4 


Че (к) = Чи Tro) = D'(T)O! 到 (ro) 
= VDT) P (ra) DL (T). 
写成 旋 量 分 量 等 式 ， | 
wir, = 24D Ue Y) UID Ce 00 
= 246 ec ge (gie Фар (ур, (0). 


E SA c il J T 等 式 右 面 也 必须 与 y 着 无 关 , 所 以 只 有 当 ，= В 
Ҹ (ro), АЗЕЛ АЖ. 


Vr (ro), = 8,8 Cr). 
代入 并 取 To = К(ф,0,0), 得 
V (ғ) = 279, (ге (e) 

= Be (D, Ce 6,00D,, Cp, 06,0) # (r) 

БИГЕ ЖЕЛЕ) 
因为 方 括号 中 的 量 正 是 $$ 的 本 征 函数 ,本 征 值 为 ,所 以 上 式 作 为 1、J3、S' 和 
5-р, БІНЕ ЖАҒА, D Np TR, BD 

Qr („1р (Т (r) = 23e (OD; (ф.0,0)Гу,,(ф,0,.0)' &Cr) 

REI, SUBSP, — Г, 本 征 值 分 别 为 了 + 二 (5+ DUI v, 
风 (r) 可 看 作 径 向 函数 , 也 可 看 作 归 - -化 系数 ， 


20. Piraq оу d СӨ) Lu, 其 中 中 (的 是 转动 群 的 表示 垂 阵 ， Г ЖЖ 
表示 的 第 三 个 生成 元 . 
提示 : 利用 伴随 表示 的 性 质 

Яя “SO(3) 群 的 自身 表示 就 是 它 的 件 随 表 示 ， 根据 伴随 表示 的 定义 (4.22;,， 有 
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em a x -------------- ñ 
-c-- = 一 = 


一 一 


3 
а (0) (0) = Y Rale 0) = Dsi 8 + cos 6, 
»—] 


TANGY d (0) = (d' (0) d (0) Y 
= (F Ysi ө + (IY cos 9 + (D I5 + Gi sin 8 cos 6. 
因为 EE, TD = (T, + P. )J2 的 对 角 元 都 是 零 ， 所 以 
id (6) (BY a (1 


Коң 


1 E 
ü sn Ири y + (I. y + Г, |o pP n P + m^ cos! # 


_ 2 
E ЕЧ + т) — т + l) + (E m + MG т) + m^ cos 0 


a f 
Ti s DE 2207 
— 7 + í — m °l + m cos Ө. 


21. 试用 升降 算 符 工 , 作 用 的 办 活 直接 计算 下 列 SO(3) 群 直 乘 表示 分 解 的 克 莱 

布施 -总 登录 数 . D DU x DE, 2) рех p, 3) рх D'.4) D'x р". 
E EDX 的 表示 空间 , 状态 基 jo е, 0 Js IAS AER EE, 本 征 值 是 м 
+y. J ,最 大 本 征 值 的 状态 为 1 ,7) 16,0, ЕЕЕ ГУ, J = tk, 
ШЕ jo kit do. 用 降 算 符 作 用 , 可 得 表示 D 所 有 其 他 状态 . 在 与 算得 的 状态 
正 交 的 空间 再 找 出 J 最 大 本 征 值 的 状态 , 它 显 然 属 于 男 一 个 不 可 约 表示 D'. H 
同样 方法 计算 它 的 所 有 其 他 状态 . 存 计 算 中 利用 如 下 公式 : 


JM, MY = [(J + M)(J - M+ 1)] 2 J M - 1) 
=J (алом) 


= SDN E.M — p) + GL D ТА М-р). 


РІЛ = Ü. 
D 在 直 乘 表示 空间 中 ，J 最 大 本 征 值 的 状态 是 | V2,1/2» 11/2, 1/22 . 属于 椒 可 的 
表示 D. 


| 1,1? = 11/2, 1/2? 11/2, 4/25, 


1,02 = 22 || 1,05? 


— нечин 


= 27^11/2,1/2) 11/2, — 1/2) +1142, - 12) 102,102), 
[1, -0 2277]. |1,0) 
= 2111/2, - 1/2? 11/2, — 1/2? +112, — 02) 11/2, — 1/2}; 
= 12, — 1/2? 11/2, — 1/2). 
余下 一 个 与 1,0}; 正 交 的 态 是 
10,0» = 27711/2,1/2) 11/2, ~ 42)? — 11/2. — 1/2) /2,1/25 1, 
属 木 可 约 表示 D?. EBR УЗЕЛ B RRALLE, 我 们 取 前 项 的 系数 为 下. 
最 后 得 直 乘 表示 的 分 解 式 为 
DË? x D = p' р". 


2) fEÉDE don E ЇЙЇР. J, 最 大 本 征 值 的 状态 是 ; 112,1/2)|1,1), 属于 不 可 约 表 不 
D". 


| 3/2,3/2) = 1/2,1/2 1,19, 
i3/2,1/22 = Ө] 1 3/2,3/2) 

= 37742 1/2,1/2? 11,0) (1/2, — 1/2) 1,191, 
l3/2, – 12) = 2 J.. 4 3/2. 02) 


127212 H/2,1/2 11, = 1) € /2 11/2, – 1/2) 11,0) 


t 42 1112, — 1/22» 11,001, 


— 


с 


рр роу, = D 042 152, - 1/2) 11,001, 
13/2, -3/2 = 3123. || 8/2, — 1/2) 

2371402, = 122 1, = D + 2 11/2, — 1/2) 1t, — 175 
1/2, — 1/2? 11, — 1». 


53 | 3/2. ТОЛЕ ЖЕ pA. ELSE Edad — 艾 登 系数 的 相 
位 规定 ,我 们 可 状态 1112.112711:9) 的 系数 为 还 


| 1/2, 2» = 37"? | 11/2,1/2} 10,0? -42 1/2, — 12) IL, D! , 


H 


i| 1/2, = 1/22 = J- 1 1 12,112) 


237242 /2,1/22 11, = 1) +1102, - 12) 11,0) 


алы T - ——IPII 


-21H2, 112) 1,0», 
= 3712 1/2 112,1/2? 1, - 12 - 1/2, — 1/2) 11,001. 
最 后 得 直 乘 表示 的 分 解 式 为 
D? x рр. 
3) ТЕЙ Жж, 1, 最 大 本 征 值 的 状态 是 11,1?|11,1》， 属 于 不 可 约 表示 
D°, 
|2,22 = 1,1? 11,4}, 
|2.1 = 277 12,2 = 27411,1) 11,0) +11,0% 11,1)! 
[2,002677] 12,1) 
- ӨНУ, - 1) 61,0) 11,0} +11,0) H,0) +11, = D 11, 127 
- 612] 11, — 1) 215,09 115,0 +11, - D 11,1) |. 
余下 的 状态 展 并 式 可 以 类 似 计算 , 但 也 可 根据 元 莱 布 施 - 艾 登 系数 的 对 称 性 得 到 : 
Ca cacao = C MIO e 
па, 2 1,0) 11, = D +11, = 12 10,07], 
|2, = 23 =11, - 1) IL, = 10. 


ы | 2,1) 正 交 的 状态 属 不 可 约 表 示 D'. ЖЕШ УКЕ ЙЕ — 芯 登 系数 的 相位 规 
定 , 我 们 取 状 态 |1,1)|1,0) 的 系数 为 条 


|1,12227711,1) 11,0) —11,0) 11,101, 

11,0) = 22] 11,1) 
= 212111,1 11, = D +11,0) 11,0) -11,0) 11,0? — I1, — D 11,1» 
-yVwyppd.-D-gd.-D IL DI. 

|1,-40-2777. 11,0) 
— 2124 ,09,-1)-11,-1) 11,001. 


киетін), 本 征 值 为 零 的 状态 有 三 个 ， Ша ЖЛ Л н АИЛЕ ЖАК ЖБ 
| 2.051 1,0). 可 以 用 正 交 条 件 计算 第 三 个 状态 I 0,0), 但 这 里 换 一 种 方法 ， 
EJ 作用 为 零 的 条 件 来 计算 此 状态 . 这 


07 EN ЖЕ 24 BER 


m — ——— Dv ns s. n ——— 一 一 一 一 一 一 一 


|9,0 2a11,D)1, -D* 5&1 1,09 i 1,09 +c 11,- 1 11,1), 

ЖУ ЛЕН PS: 
J, 10,0) = 21а UL, 00,0 + 511,1) 11,0) 
-£611,0»1E 12 жет, 11.11 = 6, 

得 a = —6—c, VH 一 化 后 得 属 表示 О 的 状态 

0,0; = 372!1 1,0 11, = 1-1 1,00 1,0 +11, 12 LT, Dt. 
Igi da EROR PETRELA 

DxD'-IDIOD р. 


4) TE EGRE КЕМЕР. J, 最 大 本 征 值 的 状态 是 11,1〉3/2,3 人 2), 属于 不 相约 表 不 
ry. 


I 5/2.5/2? = I1, 0. 3/2,2/27, 
1 5/2,3/25 


578 р. 15/2,4/2) 


— s V3 1.1) 13/2,1/2; + 42 10,0» 13/2.3/2) 1, 
|5/2,1/22 = 8 ^j || 5/2.3/2) 


= 40 0:243 1,1) 13/2, = 1/2) + v6 11,0) 13/2,1/2) 
аб 13,09 13/2, 1/2? = 2 H , — 1) 13/2,3/2)! 


— 19 "3 11,1» 13/2, — H2» +46 11,0) 13/2, 1/2) 
til. — 15 13/2, 3/2». |. 


与 || 5/2,3/2) IE БЕЙЕТ DY. SORUACIE TEE RA ЖОНУ 
Mog, 4195000 11,10 13/2, 20 RRRA YE. 


| 3/2,3/2) = 5:2 W2 11,1) 13/2, 1/2? — 4/3. 1,0) 13/2,3/221, 
| 3/2,1/22 = 37127 | 3/2, 3/2) 
- [5721242 11, D 13/2, — 1/2) + 2 11,07 13/2, 1/2? 
—3 1,0» 13/2,1/2? —6 I1, = 1) 13/2,3/2)1, 
245721242 11,1) 13/2, = 1/2? 1,0) 13/2,1/2) 
—4/6 I1, — 1) :3/2,3/2)1. 


在 直 乘 表示 空间 J, 本 征 值 为 1/2 的 状态 有 三 个 , 已 计算 得 两 个 互相 正光 的 状态 | 
sj2 1/2940 || 3/2,1/2), 可 用 正 交 条 件 计算 属于 表示 БР ОА, НІҢ), 作用 为 
零 的 方 江 来 计算 . 设 


| 12,1/22 = a 11,1) 3/2, - 22 + 6 11,0» 3/2,1/22 + e 1, = 1) 3/2,3/2), 
EJ ТЕН КЗ: 
J, 1|1/2,,2)-2а 11.1) 13/2,1/20 + 5У211,1) 13/2,1/2) 
 b43 11,0) 13/2,5/2? + c 4/2 11,05 13/2,3/2) = 0, 
得 a6 -5v3=cv2, 归 一 化 后 得 属 表示 DD 的 状态 
| 1U2,1/22 = 6!°111,1) 3/2, — 1/2) -42 11,0) 13/2,1/2) 
43 |1, = 12 13/2, 3/251. 
余下 的 状态 展开 式 可 根据 克 莱 布 施 — 区 登 系数 的 对 称 性 得 到 : 
| 5/2, — 5/2) = 1, - 1) 13/2, - 3/2), 
15/22, —3/22 = 5 ^ W3 1, — 1) 13/2, — М2) € /2 11,0) 13/2, — 3/251, 
l| 5/2, = 1/2) = 10712 4/3 11, — 1) 132,172) +/6 11,0» 13/2, - 1/2) 
+11,1) 13/2, — 3/2) i, 
13/2, — 3/22 = 57? 1—42 11, = 1) 13/2, — 1/2) € 43 11,0) 13/2, — 3/25! , 
| 3/2, — 1/2) = 152i —242 18, - 1) 13/2,1/2) %11.0) 13/2, - 1/2) 
£46 11,0) 13/2, = 3/21, 
| 1/2, — 1/22 = 62411, = D 13/2,1/2) —42 11,0) 13/2, — 1/2) 
+33 11,1) 03/2, — 31251. 
d ELA SR DIA А 
D'x D" == p? @ p" Фр". 


M 


22. JH acd hi d ЖКТЕ = Tr a TUUS BUE fl ИШ БАНА. 
解 ” 先 计算 两 个 电子 自 旋 状 态 的 组 合 . 每 个 电子 自 诈 为 1/2, 组 合 前 的 电子 状态 
нын өлуін, 其 中 jp Mo Rer 1/2, 简单 地 记 作 土 . 组 合 后 的 电子 状态 用 符 


OIM Ei HER AR 


GIS, MAU. rb SIROSI, M <S. 由 上 题 计 算 结果 得 
у= ТРУ 11,0 + o 1942), 
11, = 1) = -01-), 0,0 = IE + -1-» 1-9). 


二 个 电子 自 旋 状态 , 组 合 前 用 符号 0 | ози, Hab и, v 和 p В =. 
E Az d Buy TP. HAERE TRENTS || S.S, Mots RI. EL EHE 
TRU 


| 3/2,1.3/2) - 11,12 112 — |+. 421%», 
13/2,1.1/22 = V 1/311,12 172 9 v 2/31 1,02 1+) 
УЗ 110-214; реу Та +， 
| 3/2,1, - 1/22 = 4/ 2/3 1 1,0012 1 V 3/311, — 120? 
= Зу, + 1931-5 1-73 1-2 1831, 
13/2,1, = 322 211. 1101 23. = 9107 0$, 
L1/2,1,1/22 = 2/31 1,1 1—- - V 1/31 50) +) 
- 16121959 1:12 в 122 189. 179 009 732, 
| 12.1, 212) — 13141,0012 2/311, = 12 1? 
A 
1 12,0,1/22 210.02 142 = V 1210192.) 0162 71072. 2 E823, 
| 1/2,0, — 122 210,01 1-0 = V if2113 12) 1 150 I+} -bi 


inc SG PR. ASER YS 18,5, MM. 计算 后 
кН, dH OD HE 3/2 状态 的 组 合 是 相间 的 ， 但 总 自 旋 为 112 的 态 重 新 组 合 了 , 实际 
в. вина БАБЖ. 

2/2,1,2/29-1- ^ 11,1) 0H Y +i |+, 
2/2,1,1/2У- 2/3 1295 11,0% + AW 1-1 11,1» 


рну 40-4100? I= i+ +i) Facti, 


1312,1, = 1222 V 1/3132 H, - 1 + 2{3 | -¢ 11,0) 


Яр ЕБР б 143 - 


= y I3 +y =) ав) 20-7; 41—) 072 En, 
I3/2,1, - 3/2221 11, - 1: 21-2 12) 1-2, 
1/2,1,1/22 = v 1314» 11,07 Z2/31- i, D 
-/leil-»1-)1-»4:921—5142-2. ` ++), 
= (1/2) 1 1/2,1, 1/2) + 6332) |1/2,0,1/2). 
1/2,1, — 120 2 V 2/319» M = 12 — 1/3 1-9 1,0) 
= 161219591 9-i—9 112 122 21-2 0L 22 02 
- (429 E 1/2,1, = 1/2) ғ 3/2) 12,0, - 1/2), 
1/2.0,1/22 2 |+) 10,0) = мн) 014 179 1 0172 143! 
= (У3/2) | U2,1,1/2? = (1/2) 5 1/2,0, 1/27. 
1/2,0, = 1/22 41-2 10,00 = 1/20] 203210729 —1-2 172 0| E21 


= (У3/2) |112,1. = 12? = (1/2) || 12,0, - 1/2). 


23. 计算 表示 和 气 阵 元 素 D, (a B. Y iie ИЖ ЈГ. 
ME L3 ck D, (a,8,7) 是 算 符 Ok s ЛЕ 动量 本 征 状 态 中 的 知 阵 天 
X. НАУМАН, Н 
Р.а, B, Y) — ( 了 | Opis у) | jig 

用 简写 符号 ， 

R= R(a,B, y) = К,К„К,, К | = Rea), 

Е, = К(е,,8), R, = R(ei, Y). 
相应 地 , 算 符 Ore an 可 用 角 动 基 算 符 J Хе. 


_ _ ada M P Чу” — 
Окил» = Ов =e e ve + = Оһ Og, Os, . 


J 是 矢量 算 符 ,满足 转动 变换 关系 : 


' H4 i60 ОШ 


一 一- 


2 
із Ок = 4508, 
ша Ок Jan OR = = {- i + eadal Оқ. 


= [sai + sos + сїз Or. 


AES. 
EN 可 C, È Calp 21 
ло = if- sd Sp Jy p за (Ce 
可 S, d s Ca 9 
10, = ilasa + Ë э» E Ja Ок, 
eod 
АО,- (3; Ок, 
| d 1 Ə Cg e) | 
— — et i EN —< _ В 
f, O, 一 (j, + W) O, 一 |£ І 28 + ss dy 5% 35 Okr 
H dt or tH 
а 1 d Cg с) 
i $- 
J J. Üg = 1e ag p Әу sg 35 H- Cs 
| J C д 1 g 2 Ca 2) Ж. Jg gg 
= i- р = 75 3 3 3. — 3 x Т” 12, Or. 
| 2 s 298 55 ду 55 dady s% 2 dg 
最 后 得 


J O, = ( {1+}, +J J.) Or 


19 29 -4{#,+ 2. 2c 0 10 
- |- 3 38 38 31 2y ` да? sg Jad y|” 


ТЕЙ ES vA PEORES, 可 得 Dala, B, R EROS 24} 
Ж: 


- 2 2 24 
-12,2-4( #, + 2,105 ID: Go BY) 
5g ap dp 55 d'y dg 85 Ја У | 


一 16 + DD нба, B.Y), 
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тыналы LR == ы 


| 8 d bou —2y 
РГЕ и s (8) =-j( + Dat, (0) Ç 


A. SO(G)RERI SOC, 1)#ÉET i DA A KIERR 


k SO(3) 群 和 SO(2,1) 群 的 生成 元 
满足 于 式 的 行列 式 为 +1 的 三 维 实 矩 阵 的 和 集合, ЕЖ Н, 在 “=1 时 构 
RÈ SOGRE, E o= - 1 89 SO(2,1) 群 


R'ER = E, E = diag 11,1,6 1. (4.28) 
ЕЛИМ SEL F g VU Bi ASE : 


3 
(х,у) = J, EaD. (4.29) 
a, ,b— 1 


由 (4.28) 式 得 RÀ, —1— a (Riy + RS), SOGORERCR SCHS TR Sñ ФЕ, ІП SO(2,1) 
群 是 非 紧 化 的 混合 李 群 , 限制 „221 后 , 得 非 紧 致 的 简单 李 群 , 记 作 50, (2,1), 
在 不 会 引起 混淆 时 仍 用 同一 符号 SO(2,1) 标 记 . 由 恒 元 附近 元 束 的 展开 式 

R = | - ux, R'ER = E -ia tX! E «ЕХ, det R = 1—i12a tr T, 


得 


3 
-Т-0, T=- ЕТТЕ = >o, T. 
三 个 生成 元 记 作 L. , TL HEB E ЕР ЕР T, 


оо 0 0 0 is 0 -i 0 
nebo -øh nelo о о њен o o|, 
ог 0 -i 0 0; 0 0 0 
由 此 得 生成 苑 满足 的 对 易 关 系 
hi, La} = iø L3, [Lz La] = ili, [L;, ta] = i La, 
1 入 升降 算 符 


L,-L,tiLs, [La L] 5t L4, IL  L_.] = 2e L4. (4.30) 
ТЕЧ Ж/К (Casimir) EA 
L? = g (LË + L2) + Li = eL, + L,(L, - 1) 


= s L L.— L, L; + D, (4.31) 
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[L^,L,] = 0, а = 1,2,3. 


k SOQ, DIHA s SE 
我 们 知道 ЗООЛ ЕЕ GE HEX SUU2) 群 . 采用 类 似 方 法 可 以 证 明 SOC. D E 
НУ EIE SL, ROSE, БИН Sof frs x А +1 的 二 维 实 年 阵 的 集合, БЕ Ж 


积 下 构成 的 群 . 二 维 无 迹 实 矩阵 有 三 个 独立 实 参 数 ， 基 可 取 为 cy .ai Mio. ЕХ 
与 位 置 矢量 rz = zzr) 一 -对 应 的 二 维 无 迹 实 箱 阵 X : 
А = +G; H £10) + Zalga, det X —— (= + +š — xi), 


l _ ЕЕ 
у 一 у Хоз) ту 一 >ч Xo ), Ға = 5: tr( Xo, ). 


做 相似 变换 Хи =X. uE SLO,R), WJ X Jo АЗЕ, НІ ИЗ 
变 ， 因而 它 所 对 应 的 矢量 X MX Ep IRIS X. 可 通过 RC€SOQ,L) ERAH 
z t чу Ел ҒЫНЫ, njn amp Dm SL, REE < F 
SO, DELA R 存在 二 -- 对 应 关系 ,这 对 应 关系 对 群 元 素来 积 保持 不 变 , 因此 
SI.(2, 民 ) 群 是 SO(2,1) 群 的 覆 羡 群 . 下面 我 们 讨论 的 SO(3) 群 和 SO(2,1) 群 的 表 
示 和 包括 双 值 表示 , 实际 是 讨论 SU(2 BERI SLO, R WEB NS. 


24. 试 讨论 SOG) 群 和 SOC2,1) 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 乞 正 表 不 . 
EO BLERA L 对 角 化 的 表象 ,状态 基 记 作 , Qoa, WE 
ІЗІ дім» = QIQ, т), L, IQ, m) = mi Q,m?. (4.32) 
EZERRE, L. ІЛ ЕТЕ ЕЕ ЖА, 因此 Q fm 都 是 实数 .为 方 
EEL, m 
Q = 1(7+ 1). (4.33) 
fert 
j =- (12) +s Q +14, 
两 个 解 通 过 下 面 变换 相 联 系 
F. ——— J 一 і, (4.34) 
注意 , 描写 不 可 约 表示 的 参数 是 Q. 由 同一 个 Q 解 得 的 两 个 不 同 的 i 描写 同一 个 
由 对 易 关 系 (4.30) 和 (4.31) 式 得 
С.І ©, ту) = Gn IDH! Q.m)), 


ELA ae 


— 一 一 一 一 


于 
内 此 ， 从 一 个 给 定 的 基 | 愉 ,mo 出 发 , 通过 升降 算 符 工 + 的 车 用 , 可 以 得 到 m TB 
递 差 上 1 的 一 系列 的 基 
Li Q,m ol? = Аф | Qum). т > тп, 
L.l Q,m) = lig, |l Qum - V^. m «me, (4.38) 
直至 AS BS, 等于零 为 目 ，(4. 35) 式 是 这 些 基 的 定义 ,它们 都 是 L R D. 的 其 
同 本 征 状态 , 满足 (4. 32) 式 .现在 要 证 明 它 们 关于 工 - 是 封闭 的 ， 即 有 有 
L: Q,m) = Во, | О,т- 1;, m Dome, 
L | Q.,m - 1) = Ag, Qm’, m ға. (4.36) 
证 明 很 简单 . 例如 对 (4.36) 式 的 第 一 式 , £ m >m М, 有 
LIQ m-D= iL L, +L.(L, 1 Di |l Qo - 17 
= Ag (L.l Quin ) + (т - m) | Qum - 1, 
=Q] Q, m- (4. 37) 


只 要 A IUE, BDI Q ,mm) 有 定义 ， (4.36) 式 就 成 立 ， 因 此， ix — 38 9] BU i PA] RV, 
_ 组 完备 基 , 架设 关于 SO(3) 群 或 SO(2,1) 群 不 变 的 不 可 约 表示 空间 . 注意 , 由 
(4.35) 式 定义 的 状态 |Q@, т), ВОТ ИРЕ УНААР Т. 从 而 改变 A 和 
Bo 的 取 值 . 另 -方面 , 状态 1Q m) XARI L, LM L.L. 的 本 征 状 态 , 本 征 
值 分 别 是 Ao, Ba, Fl Aqu Ван ЖА ЕЖА, ,和 上 上- Яузе BP, NIE 
SOBRE, L. L MILL. L. 对 应 的 定 阵 都 是 半 正 定 的 . 由 (4.37) 趟 ， Ф: т> m, Н 
有 
А.В, = о (Q - m + m) = o (g + m)(j m +1) 220. (4.38) 
同样 可 证 它 对 mimm, REL. 为 讨论 方便 起 元 ， 选择 状态 1@Q , m yB IH PJP T, 
fi 
Ag, = Ha, = 10 (j t m) 6j т + Di? > 0. (4.39) 
ны қа наны, 也 就 是 根据 AG, CRT Bo, ) 是 否 会 在 某 m EFTE, 5013) 
群 和 SO(2,1}) 群 的 不 可 约 表 示 分 成 无 异 谱 (unbounded spectrum) 的 表示 D (Q , 
ma), 有 下 界 谱 (spectrum bounded below) 的 表示 五 ()), Я E WE spectrum 
bounded above) 的 表示 D (32, AA В (bounded spectrum) ІЗ УА DU). 
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Xf SOC3)HE, o = 1, 而 对 SO(2, DD Ж, a= - 1. 根据 o НУЛА А, H 
(4.38) 式 ,两 个 群 的 参数 у 和 mm 的 允许 取 值 范围 是 不 同 的 . 对 SOQQD RE. Qo 
m^ —-mz-1/4,; RER, р 和 zm 的 取 值 范围 在 两 条 相交 的 直线 ;+r = 0 和} 一 
m 十 1 一 0 的 上 面 或 下 面 , 同时 又 在 两 条 相交 的 直线 ;— m = 0 $80; m + 170 BJ 
上 面 或 下 面 , 这 两 个 区 域 的 交 正 是 图 4.2 中 用 SO(3) 标 出 的 上 下 两 块 无限 区 域 . 
由 变换 (4.34), 我 们 只 需 讨 论 上 面 一 块 区 域 ， — mm, B ;220, BB m 的 变化 


і-ткіз-0 | і-ті1-0 


ІМ 4.2 СӨЗІ SOO, DRETI H Ез 
的 参数 Жізн 的 允许 变化 区 域 


区 域 是 有 界 的 . 设 上 界 为 m = М, 则 有 
Асы = [(G + M * DG - M)? = 0, 


得 М= 3220. ЖР ту, эс ВЕ TE ЙЕ k AERE, ДИ 
有 
Ba, р = [ (27 — k)(Ë + D] = 9, 

{8 = &[2—0, 1/2. 1. 3 这 ,… SOG RRRA AE A ER DG), m7j. 37 
1,e, —у, 到 常用 的 有 限 维 表 趟 D (SO(3)). | 

对 SO(2,1) 群 , ; БЕРГ, 也 可 取 复 数 . ш; Ый = 一 112+iB, ВРО 
ШЇ, 有 

О =-14- f, m = mg + Ё, — 1/2 < ma 1/2. (4. 40) 


x Ey Jo AE ЕА Р principal series) 的 表示 D, CB. те). 
M J 本 实数 时 ，] jH m 的 取 值 范围 在 两 条 相交 的 直线 7 -g-054/;—m^211 
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= 0 的 左面 或 右 而 , ТАЈНУ X Е АЧАА) 6 ; — m = 0 Я j + m - 120 Bc IRL ak 
HE, 这 两 个 区 域 的 交 正 是 图 4.2 (RH SOCQ, Egi b АРА KER p Io ТЇН) 
ња. 考虑 到 等 价 变 换 (4.34) ,SOC62.1) 样 有 如 下 几 类 表 孙 .首先 , 如果 
m 的 取 值 使 A (Bo ) 总 不 为 零 , 则 为 了 中 间 不 断 掉 , 必须 - /4-00<0, ВА 
9135 B8 BLA] (supplementary series) P] zr 12,000, т”): 
—-1/2z1; «0, m = тыі k, lma J = 12-00 1/4). 
(4.41) 
ШЕБОс)-т-0. ХЫНА s. BOEN TAERA D' (j), FÆRRE 
在 图 中 AO 线 ( 或 等 价 的 CB 线 ) 上 . BA 3 «0 Im 00, 所 以 在 下 异 mo ЖЫ 
和 mo= 7): 
3 < 0, т = — } + Ё. 
最 后 是 有 上 界 谱 的 表示 D G), 上 界 只 能 在 图 中 DO СЕЗІМ ЕВ £x) 
Е. BH ;<0 Ж m <Ü. 所 以 在 上 界 sn, ЯКИ төлі: 
j < Ü, m=} К. 
SOGQ, DEI Z JE SER, ЕТІН а, ВАЕ К. 


ЖЕН ”晶体 的 对 称 性 
一 , 点 群 及 其 循环 子 群 的 生成 元 


Ж 上 电 体 的 基本 特征 是 组 成 晶体 的 原子 有 空间 周期 性 排列 ， 引 人 局 期 性 边界 条 件 
жі, 蝇 体 三 在 平移 不 变性 ， 


r— ТОР r+, 


其 中 工 称 为 品格 矢量 . Ж ҢА КЕДЕ ЛУ ЖЖ] ERIS ind ЖЕ: а, , 晶 格 矢量 可 表 
为 申 格 基 天 的 整数 线性 组 台 . ХРЕН НЛ ЖЕК ЖК ЛИШ. ТЕК ЛЕНЕ F GS 
FEA), A TARADA m e, EART ER, ИП ir ЖЛЕ НН 
ks A EO iud E a 的 特定 的 非 整 数 线 性 组 合 . ЛҒАН ЕН, WFR 
Н, 它们 的 集合 构成 阿 贝尔 的 平移 群 7 
入 ”通常 蜡 体 还 有 平移 变换 以 外 的 其 他 对 称 变 撞 . 一 般 的 上 晤 体 对 称 控 作 由 空间 转 
5), 上 及 演 和 平 动 组 成 , 用 符号 gC Rami, Hdi R 是 国有 转动 或 非 固有 转动 ， 
RCO(3: 

g(R,m)r = Rr ct , (5.1) 


其 中 不 - EBE УЙ РЕ ЕН Tr, 但 常 把 a Pa EB НЕК < Br r D 
g(R,a) = T(DOg(R,O, ш-істі 


i 
{= Man, ORKLI. (5.2) 


ч R-E, CE в УЛЕБАЙ ІНЕН Tla), 此 时 а 必须 取 晶 格 矢量 上 
根据 定义 (5.1), 两 个 对 称 操 作 的 乘积 满足 
SR aO g R^, В) = gC RR/,a — RD). (5.3) 


因此 , в.а) = ЕВ, -R o). МЖ ТЕ g R o0 BET, 按照 
(5.3) 式 给 出 的 乘积 规则 ,构成 群 , 称 为 晶体 的 空间 群 Z 由 (5.3) 式 可 看 出 , mE 
对 称 操作 相 鞠 时, 转动 部 分 R 的 乘积 不 受 平移 部 分 r 的 影响 . R 的 集合 , 按照 转 
AWER, амен, KARERA G. MO. DRAAIE, ТЕЗА ВАН, 
对 称 操作 gCR (rh, ря Ж-Е, 34 £ PETE. КАШ 


ЕАР ИЕ, ІНЕАН-ЖЖЖЕТІН VET EE. АН G 是 空间 群 的 
子 群 ， 即 所 有 对 应 РЫСЫ e ЖБ Л. xx HERES іар РК АЈ IS 81.25 ІНІН. 由 
(5.33 

g(R,a)T(Dg(R,a)' = ТСЕ). (5.4) 
XR, FETH 7 是 空间 群 VIGET E, 而 (5.2) 式 又 表明 陪 集 完 全 由 F f 
E, 平移 子 群 了 关于 空间 群 7 的 商 群 是 点 群 G. (5.4) 式 还 指出 , ЖИ ЯЕ 
TE РКЕ DAP E RIF 

RI — V. (5.5) 

xc ER hl sh Hu] E ДА ий НОФ Вгауаіѕ РАЈА. 
* НО Н Ник а, 为 基 , 由 (5.5) 式 可 知 , 点 群 元 素 R 在 此 基 中 
HERR, 都 是 整数 : 


Ra, = 2,aR, 
He fel Ала AE Б, м Е 

b `a = 8,. (5.6) 
出 此 两 式 , 可 把 点 群 元 素 R 用 并 矢 形式 表 出 : 

R = >,R,ab,. (5.7) 


1. 在 直角 坐标 系 中 , 写 出 沿 = 380278109 6 次 加 有 和 非 固有 转动 轴 生 成 元 的 开 天 
形式 和 甜 阵 形式 . 

解 ” 沿 z 轴 方 向 的 6 次 固有 和 转动 C。 和 非 固有 转动 S, RUE n OR, 因此 它们 

Эя PEE LR HIE >. 


| 3 | | 
c, =- 8, = |le + де |е r- Bett ejet ees, 
(1 -43 0 
1 
C, 7-975 43 1 0 
0 0 2 


2. 用 直角 坐标 系 的 单位 矢量 o dedi T, SEN O 〇 , 群 的 各 固有 和 非 加 有 转动 轴 的 广 


[M gib o) Bo 


——— s  .. ду —— 


fu, ЖНА bns AREE LIV DER B. O, BE ЕИ ЛЕ HE c. 
Sr TRE O; 群 的 子 群 , T, 群 包含 四 个 固有 三 次 轴 , 三 个 非 固 有 四 次 轴 和 六 全 
非 固有 二 次 轴 ， 而 对 ОЕ Ж, 这 些 轴 都 同时 是 固有 和 非 加 有 轴 ， 

三 次 轴 方 名 和 生成 元 的 并 矢 为 


HO vile, + е + el JB. В, = езе teetee. 
ik o i3ie-e-ei Jin, R, -- е,е, + езе — 6103. 
iK o làil-e,—-e-e,! AW, В, = ее — езе 一 ele3， 
HO Vifli-e,-e-el 2718, R, =- ее — еле, + 6163. 
四 次 轴 消 坐标 轴 方 向 , 生成 元 的 并 矢 为 
He, JI, T, = ее; + ees 一 €; 
Же, J, Ti = 一 езе teeth. 
沿 е, 2191.1, = ese ~ 616: + еуез. 
二 次 轴 的 方向 和 生成 元 的 并 矢 为 
Ж] 2|е, + е} 方向 ,$1 = езе t eie eey, . 
М.е, 一 el JI, S; = 6:6, ё: 8383， 
е + езі HELS; = — 6161 + ese + ezez, 
A I 2}е„ 一 ез} 方向 ,$4 = eg — ee - exe; 
Жз] 21e, + eil Jii], S; = езе - 6:6: + €i€s, 
mak. 12e, — el 方向 ,Ss = езер — 66: — 6163. 


3. Ë RR, oE n ESI w 角 的 变换 , 试用 恒 等 变 换 的 并 天 1 WV n K h 
Rín, o) FECE XL. | | ' | 
mo V m jz еН 充 的 一 个 给 定 方向 单位 矢量 , MU n х m EtLj admis ВЈ 
三 个 方向 单位 矢量 . ЖЖ К(п, @} 作 用 在 此 三 个 和 所 二 上 得 
В(я, о) п= n 


” 
“ F 
RíR ш) т = ій como + nx M SM w, 
+ 


Вя, о) {ях m) = — m sin e + 8X mm cos w. 


418103 АРА UR ИДЕ B ЕЕ ия нп, 再 注意 


urs 


R(Z2,w) =й i (1— ñ n)cose + (1 X ñ) sin o. 


二 、 空 间 群 和 对 称 元 


ж НО НУНО g(R г), 如果 它 的 者 次 不 会 等 于 值 等 变换 E. 则 称 
为 开 变 换 , 否则 称 为 封闭 变换 . 有 两 类 开 变 换 . -- 个 开 变换 是 g (Cy t) NALH 
ch p ri s E г, ЖОЖ, 此 时 有 螺旋 轴 , 它 通过 ro 点 , 平行 于 яй 
[а], rq ЕЛ ЖЕ 


(E-Cys)ro, = £— t| = Íj, 


РНК А 由 于 群 的 性 质 , 滑 移 拓 量 i， 只 能 是 该 方向 最 小 唱 格 天 量 
N 分 子 之 一 的 整数 倍 . 另 一 个 开 变换 是 g(S;,1), 其 中 + ЗЕНА m 的 分 
ЖЖ, 即 沿 反 射 平面 欧 分 量 不 为 零 ,此 时 有 请 移 平 向 ， 它 通 过 rm 点 , sË BL 
алі, rot ЛЕ 


(E — Су) ғ = 1-і. — tp 


1 就 是 在 平面 上 的 滑 称 天 量 . 由 于 和 群 的 性 质 , 滑 移 矢 量 t 只 能 是 该 方向 最 小 晤 格 
矢量 的 一 半 .封闭 恋 换 存在 对 称 中 心 ro, 满足 

(E- R)re = t, 
қор аар NAD, £ 垂直 转轴 方向 , 通过 r. 平行 于 转轴 nr BJ E 
线 是 对 你 直线 . 当 是 平面 反射 S: 时 ,tt 平行 于 转轴 方向 , ШЕЕ УЕ. Ж 
о ТЕН 交 的 平面 是 将 称 平面 ， 持 闭 恋 换 的 对 称 直 线 或 对 称 平面 工 的 点 种 
是 对 称 中 心 . 当 R Jet dE SEE ESI 5,, №52, BT, 只 有 对 称 中 心 . 
太 ”根据 空间 群 国际 符号 分 析 品 体 的 对 称 性 原 时 ， ТЕ Ааа ЖЕЖ 
КЕНІН ИЛИ a tiic, 它们 可 能 是 非 原始 的 , 长 度 分 别 记 为 a,1 
a, 和 a, fe fic E аз, 以 此 类 推 . ЖЖ a, xa, аз Е]. 品格 基 矢 的 选 树 规则 
ШК. 


3 |. телен 


(А, ARA ССС, (1). 

RREA- ЭЕ Bii) T ed у S EA. 要 求 它 们 是 原始 的 . па Ж 
Ж ЭС ARA PE 8 . 

(2) HAS. ARA COD, COA Ca C +2). 

| Ar W 892 ТЫТ B5 c Н ДЕЕ e E A аз, 在 垂直 平面 内 取 两 个 不 共 线 的 最 小 品 
KREI A aM aV. 所谓 存 平面 上 最 小 的 章 格 矢量 指 在 平面 上 是 原始 的 品格 
Ad, 即 在 平面 上 的 任何 击 格 矢量 都 可 表 为 它们 的 整数 线性 组 合 . АМ ЖЕНЕ 
制 为 a = a, = д2. 
Еа, HER DO), 06, 02 M DC E22). 

3E — A — 98S PI 0 E iR C а), ЕЕЕ КЕ РАЗ PP КДН J 
НЕН AK EA DS a VfL al. 是 格 基 失 的 限制 为 a1 = aa = аз = 1/2. 

(4) ADRA, SRA GOG), C. (3), B32), С, G2), D402), GC, 
C, (6), Co (£6), D4062) , C, (627), D, C2 fI DS ( +62 ). 
ана ИСАН ГА 85 ERO UH CON. аз, 在 垂直 平面 内 , R KERI 
的 品格 矢量 作为 a,，a, 绕 主轴 转动 2x/3 角 后 得 а, ӘЖЕНІ а = а = 
к/2, a,72nl3,a,7 аз. M D, GL FID, SHE. E а, SEG ӨЗЕН — KO HI 
方向 , 则 一 次 轴 符 号 用 一 撤 标 记 , 如 果 a HERR LUCR RS FECE REO IE. 则 二 次 
аита на. 对 Ds 群 , 按照 a ЧЕ ВА ЯЕ, 把 空间 群 记 
作 62 62”. 
(5) EJ ERR, 点 群 有 GO), 0,00, DOZ), C, 32 和 D. (32 ). 

二 个 唱 格 基 撩 环绕 三 次 加 对 称 分 布 , 与 三 次 轴 夹 以 相同 的 锐角 ， — i AE 
ж ЖР ЕАС РУДЫ Нн. ЖЕ Ac ERI BR ii Жар = а = a4 fl 1 
—o,7a,. Ù D, C, FI D, EE, Ж ЖЕКЕ 直 三 次 轴 平 面 上 的 投影 处 于 两 二 小 
MRE EIRA M. i i 
(6) нА, AA GA), S (4), С, (54), 0,442 ), C,,(42/ 2,34 (4271Ж! 
D, CE 42 ). 

沿 四 次 轴 方 向 的 最 短 晶 格 矢 量 为 l, 在 垂直 平面 内 取 一 长 度 最 短 的 镶 格 天 
ызға), ЖА! xf2 角 后 得 az, 因此 ai = а, а = аз = a, 7 12. Ж D, RE, 
按照 a НЭАК RD IS. 把 空间 群 记 作 42 2€ 427. 
(7) w RO, ARS 10322), Т, (3/22), 043429, T, (342 ) O, (3427). 

жатан ЕНТ О TOR T, PORKARO O, Т. О, FEX УТЕ], 
E Eg iex, BUG TM. 选 作 三 个 唱 格 基 矢 ， 它 们 长 度 相 等 ,互相 
HE, а, = a, = a, Tü а. = д = аз = (2. 


———— 


жк кї КЕРЕКЕ © [55 > 


线性 组 台 上 外 , REAREA. ЖАЙ АЕ E TR k CER ТЕН 
合子 作为 补充 . 它们 是 : 


P 型 格子 : /=0. 

REB: f = 0. 

AWT: f= (as б а;)/2, 

BRHF:  f-(a +а;){2, (5.8) 
CHHT: f = (a, + e, N2, 

ГАР: f ^ (a, + a; +a, 12, 

F 型 格子 : 同时 包含 A.B. C 格子 的 三 个 六 . 


4. ZERE = (e, Ce) N27 048 3I 2x/3 BRET, HALE HA g UR ,1) 的 对 称 
直线 信 置 ,其 中 {1) =e Оз:-еу te, RT EE T Ima 
(ONERE RE. 请 通过 坐标 原点 的 平移 , 把 ЛЕ АЕ ДЫ БЕШЕНЕ. 

f К-К, 27/3) e = (е te /2, 在 直角 坐标 系 中 写 出 R 的 并 大 形式 


| — 
R 一 l (e, + е- Херте) + 4 (— e, + e, -6e,) (e, — е) 


2 


l — 
uma (e, - в-)- 26:16; 


— 
I 3 “6 3 | vO 
= 22 616 + gee 一 74 °з*! + qe 1 6:6 + ge 
4/6 46 __ 1 
t geti — 45263 2 esa. 


(1) 1=ғ -е,, 因此 (К, НҢ ВЕ, lajm pha ro 与 让 方向 平行 的 直线 ， 
对 称 直线 上 的 点 都 是 对 称 中 心 ， 共 中 ro 满足 

рО, ғ) = Rro t t = Fa. 
ЖЕНЯАТЫ mE. 


(1/4) ro + (3/4) ғо + (416/4) ға = TüàÓ s 


= 16: - Lu с ВЕЛ 
(304) ка | (EA) rg — (O64) rn — rs, 
- (6l4)ra 1 WO) ro (2r 1 1 = ra. 
Н ra= 0. BTE ra U U63880 ra =1/2. 把 康 点 平移 到 ru, eR DIE g 


g — T(- rOgU RD Tir) = БҮР, - ry ^ t - Rr.) = R. 

(2) t—e, te, 因此 

їз = (e| - 0 M2 e,. t, — le, c e40/2, 
СӨК ЛТ ДӘНІ, E eb ra, t nq] Vin К, SEXE dH 
ro lá AL 

(К, ғат Rr + ti - гу. 

f UTR Ae p Ж POR FEE, 得 

(1/4) rg 1 (3/4) ra 1 G6/A) ra 1 0/2 ғы; 

(3/4) ны 1 СУЫ Oltra = 12 = гы, 

— Q6lA)ra F 6/4) rg = CI) rg * 1 лу. 
up, rus 0, KETE ro = 12 1 TIGRE Т (L7 v 16)2. 把 原点 平移 到 әлін, 
eR, DER р 

go- TOS rng RD) TG) — g(R, — ri | t Rro) = gi Rt). 


s. dte doce FARRA E, ЕҢ е СЕ, ОХ КШМ, RHOD 
е. (2) = етеу. WIRE ABE A. ТЕЗЕ ngu YET. 请 通过 
坐标 原点 的 平移 , 把 g 化 为 标准 形式 以 检验 此 结论 . 

М R-sR(G, 20, Ш о кіні. 在 直角 堂 标 系 中 R 的 是 矢 形 式 为 

R = езе | ее, — 646%. 
(D = 一 e;, ПЖ gR, Н А ЕИ. 它 是 通过 点 ro, ЖЗ z ШЕН 
m. 平面 上 的 点 都 是 对 称 中 心 , 其 中 күйі 


gi R.t)r, — Kr, 1 f - Foe 


ЫП. rofti = HH, ЖЕ Ға = 24/2. 把 原点 平移 到 ғала, ӨЗЕНІ) g 


ЖӘНЕ БАТЕК «157 ` 


- a —— rx — — 
-一 一 一 一 - 


- 一 一 一 - — 
_ 一 —RF.- —ə h —əs,— aw  ]s 


g = T(- rng(R,OQT(r) = (R, -ritt + Rr) = R. 


(2) =e, Кез, Bl t, =e,,t_ — 6i. gR DARBY, СЕ REDE ғо, FH = 
5E PL R 36, НАХЫЛ) = e ,其 中 ro 满足 


gtR,t, Jra = Rey l fr = гу. 
up rd zh. 解 得 ru = е2. ЯН ЖЕЕ ын, (Б. Жы 


g = JO rg R, Tiro) = giR.—ry tt + Rn) = gCR .e,). 


6. 试 分 析 第 S2 8 D, р:2(5 | о0)2'(5 К 3 第 161 С, R32' 


2 2 
333]|958 199 5 75, 132{30 21229 空间 群 的 对 称 性 质 : 


ен OD 一 般 元 素 的 表达 式 , (2) 三 个 唱 格 基 舌 的 万 向 和 相互 间 攻 上 度 的 大 
A, (3) 各 生成 元 的 对 称 直线 或 对 称 平 而 的 方位 ,如 有 螺旋 铀 或 滑 铭 丫 IRL, 
请 指出 它们 的 请 移 矢量 ，(4) TE— F dA НЕН dX HE XE r= ат tar + 
алт, ЗЕ Dr Aa AE. 
EO 下面 分 析 这 儿 个 空间 群 的 对 称 性 质 ， 
(1) s na D$, = р 1215 i2 vocis us ТЕ 2C Ж P WT, án Ta 5 BE ZE D. Жї. 
Ёё -= НАЗЕ BUT) X. HIRR ДЕЕ А AR EAA. A R atA 
Ex m tA, БИК НЕН. 但 长 度 是 能 苹 不 相等 ， 点 群生 成 元 
的 并 矢 形 式 为 
S. -— a,b, 一 ар, — aibi, 
C, —— a,b, - asb, + aibi, 
C = ab; — а. — ab:. 
空间 群 元 素 的 一 般 彤 式 为 
T(D S g(C. Qa, + a;)2)?g(C.. (a, + as + a,)/2)^. 
MR 3S, 是 空间 肥 演 变换 ， 原点 就 是 空间 反 演 变换 的 对 称 中 心 ，2， na Fi ну 
H O nk 1. 
e(O 9) 的 平移 矢量 9=9. = (а 1 a,)12， 因 此 对 称 直 线 是 通过 点 ro AE ÍT 
F a, юй ЕБ, КА Log A БЕН». уй qa; 的 分 量 и ЮЖ. Wi 
а, а» 的 分 量 记 作 rm 和 ars EIE Р: 


= 
— 


S u BHO X ШИНЕ 


0 = (C, — Era + q = |— 2ra + 121a, + |- 2r F 1/21a;. 
解 得 rm = ко = 174. 从 另 一 角度 看 ,有 由 于 空间 反 演 S, 是 系统 的 对 称 变 换 , TE а, 
方 句 也 有 非 固有 二 次 轴 ， S, g(C. p ARRE, ЖИЛ Н, ЖЕ a; 方 向 , H 
AW g. 
elC p) ЖЕ рер + ру, 
ВІ = а,/2, Р, — (a, + а,2/2, 


因此 螺旋 轴 通 过 点 к. 平行 于 ga 方向 , ##Ж ЕШ ру. ғой a, ЛІ BLR] Hz 
pop Ж a, Hl аз 的 分 量 记 作 ry TH Fo: 它们 满足 下 式 : 
0= (С, ~ ЕУ + ру =}- 2rw+ l/21a; + |- 2ra + 1/215. 
fais rm=ro = 1/4. а Jr I6] Ж 3E I] КН. S. (C, DARE FE, 通过 
р|/2-а,/ 4, ЖЕН a р), ХЕ p, 
ЖЕНЕМЕНН =a, Ti +427. + йа, КАРРА ИЕН, 可 得 8 个 
等 价 点 . 由 于 空间 反 演 的 作用 , DRRR, 


+ la zi + аут, + 47,1, 


I+ 


la, C1/2 一 ax.) + a,(1/2 - хз) + а;л31, 


а, (2 + ху) + а; (12 — хз) + a; (1/2 т тз), 


I+ 


+ | 一 TER + q; +, + as (1/2 - rili. 


DET С°, =R озо BADRA R 型 格子 , АНЕ Ci。 群 , 它 包 含 一 
А-Ы ЖШШЕ ЖИЕ BODIE IE AA ЗЕН са, 这 些 非 固 
有 二 次 转动 也 就 是 对 包含 主轴 的 平面 的 反射 变换 ， 三 个 原始 晶 格 基 矢 长 度 相 等 ， 
均匀 地 分 布 在 主轴 的 辕 图 : 


а) = аз = аз. дү = m, = аз. 
ЕЕЕ REAN 
C,-—a,;b,-ab;ta bi. 
$ = а,в t a,b; + dbz. 
空间 群 元 素 的 一 般 形 式 为 
ТӨУ(С,)7 (82,5 а) + a, + аз)!2)°, 
Hip 0, 132 2, RORI. z AAEM, CERAH RKA. AREE 


-———— ----- .- -一 
- - —  ə"  .— — ..-----.------ ------ ------ ——— 
- - - 


Ar, ЖЕН, 主轴 上 的 点 都 是 对 称 中心 . 

g(S;,(a, та; а Ж ЕЖЕН p= p. = (а, t а, + а,)!2, В? 
平面 , 它 通 过 原点 ,垂直 а, — a; N ln] REA EE p. 

ERA CEHIA S >= a z, fasry+easzi， 经 过 对 称 变换 的 作用 , 可 得 6 个 
等 价 点 : | 


ділі ^ a,z; + 0323, 
а,(1/2 + xa) + a (1/2 + x1) + а: (1/2 + тз), 
AT, + 053, + аул», 
a, (1/2 + z.) + a,(1/2 + x4) + a (12 + z2), 
aX. 十 drz ТЕЗЕ 
a (12 + z3) + a; (1/2 + z;) + a; (1/2 + z,). 
(3) SRE T = PXY2 oZ yon ЕРЛІ ЛЕЛ ЖЕНІС T PE, Tel 
含 三 个 互相 垂 表 的 国有 二 次 轴 和 对 称 分 布 的 四 个 固有 三 次 轴 . 三 个 晶 烙 基 矢 分 别 


沿 三 个 二 次 轴 方 向 , КЛОНУ А HdH3E B. 但 品格 基 矢 不 是 原始 的 , ян КИ НГЕ 
ШТ ña ЖаН: 


f = (a, +a, + а;){2. 
点 群生 成 元 的 并 矢 形式 为 
C, = ab, t а,Ь, + аз, 
C, 一 一 a,b, — a,b: + азб, 
C;,-ab;—ub,-a;b. 
空间 群 元 素 的 一 般 形式 为 
T(D TC (Суға (С, Cas t аз 2)" ЕС; Ca, + а,/2)%, 
Нарат, A m ИҢ 051, 0.1542. 原点 设 在 一 个 二 次 轴 上 ,Ca ЖР 
移 矢 量 .g(Ca ,9) 的 平移 天 量 = “41. 
а = а,12. 41-442. 


因此 螺旋 轴 通 过 点 由, 平行 于 аз ТШ, 滑 移 矢量 是 g,. њї es 的 分 量 可 取 为 零 ， 
йт a FH a. 的 分 量 记 作 ry F ү + TAE Рах: 


' 160, | | 
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Ü = (С, — Е), + qi = |—2ra + 1214, 一 Zro a5. 
BH ry =14 和 ra=ra=0 elC рК IE p= ру Фр). 
PI = 4,/2, ВІ = а5{2, 
因此 螺旋 轴 通 过 点 7 ,平行 于 a 方向 ,请 移 矢 量 为 p ruta rel 394r E eT Hz 
AE, Tr a, а, ЖЕ ИЕ ru rus. EAS PAX: 
Ü) — (С: 一 Er, T P — | 一 Arg. T 1/218; —2ryü;. 
RS ry — 1/4 Ж] ғы - y =Ü. 
ТЕТЫ tS га, ritar? аут. 经 过 对 称 变 换 的 人 必用， 可 得 24 
个 等 价 点 . 除了 平移 了 的 作用 外 , 余下 的 已 个 每 价 后 列 举 如 下 : 


Qj; x, “ат: T iri, 

a, (1/2 xi) at, t a, CHZ2 5 r3), 
a, (1/2 1 zi) + a, (1/2 一 х) — Baca. 

— арту + a4(1/2 + x4) + as(1/2 — хз), 
G X4 Fo qc, 4X), 

a, (il? — c4) — ағ + а,(1!2 1! xn), 
a CI/2 r +,) + a,CL/2 — жу) aata, 

Z ауу + a;(1/2 + rí) + а(1{2—охж›), 
прл. 十 dor, с 67. 

a (32 — r.) - аза 7 a,Cl/2 + xi), 
a, (1/2 + 7,2 + a;(I/2 — zs) - аз, 


- аут. + a, C12 + Tr.) + а:(1/2 一 r}. 


=, 确定 空间 群 的 方法 


k ”一 般 空间 群 与 简单 完 间 群 -- 样 ,部 分 属 各 不 同 的 晶 系 和 布控 维 格子 ， 它们 的 
点 群 都 可 表 为 按 一 定 次 序 排 列 的 一 个 ， 两 个 或 三 个 循环 点 群 (转动 轴 ) 的 乘积 ， 个 
问 之 处 在 于 这 些 点 和 铬 元 素 所 对 应 的 平移 矢量 上 de BST. 空间 群 的 元 紊 一 般 串 


Жл ”晶体 的 对 称 性 б 161 : 


— [° — —VV 


RA 


T(Lj:;gC RET, 
T(LOig(R.th"ig(R, р)", 
T(LOig( RU |g Rag) ір Ері, (5.9) 


Hh s.n Hi n EER, L = 1 t f ERARE, f 依赖 于 布 拉 维 格子 , FERE 
tp 和 g ERRER a, 的 分 数 线性 组 合 , 组 合 系数 小 于 一 : 
052,<1, 09<р<1, ggl. 

-- 般 空间 群 的 国际 符号 也 就 在 简单 空间 群 国际 符号 中 描写 循环 子 群 的 数字 下 
вкІлЕТЕКН 这 些 平移 矢量 还 要 满足 两 个 条 件 . 一 足 群 的 要 求 ， 就 是 两 
个 用 15. 风 式 表册 的 群 元 素 乘积 仍 能 表 成 (5.9) 式 的 形式 ,其 中 包括 作为 蚀 环 子 群 
ARE, 点 群 元 素 对 这 些 平 移 矢 量 的 限制 , FAR gR, t), t WE 


t = Ü, “R= C, = Е, 
МЯ = Nt = та, щ R = С, Мугі, 
(5.10) 
N't—ülh- D] = Nt, = та|}2, ж R = 5., 
t ХЕБ, "R = 5,. N32. 
还 有 由 玉民 和民; 的 乘积 关系 引出 的 条 件 , ИЖЕ R = RR ЕК, 则 要 求 
g(R,,p* L) ха (К.Р (Ж,  pig(R,t). (5.11) 
一 是 原点 的 重新 选择 引起 这 此 平移 秋明 的 改变 . 车 新 原点 ОАА ЖИ. О 的 相 
对 位 置 为 1。， 则 取 原 点 O MIPE (6,46), 在 取 原 点 OBERE BY, 
g = T(- ng ROTG = g(R,t + (R - E)r). (5.12) 


Ja ue КЕПЕ JE k zs RR LE 但 改变 了 描写 空间 群 的 符号 , 这 样 的 不 同 
符号 称 为 等 价 的 符号 ， 在 确定 一 般 空间 群 的 种 类 时 必须 排除 等 价 的 符号 . 首先 选 
BEK, 使 (5.9) 式 中 的 + 尺 量 简单 , RAKARE. 10) 式 中 不 受 限 制 的 1 分 墓 
жүзе. 如 果 工 中 包含 有 受 限制 的 上 分量 成 分 , ШІМ R = Cy, NAL LEA 
平行 转轴 分 量 . BU R = 5] L 含有 垂直 转轴 分 量 ， 而 且 这 些 受 限制 的 上 分 量 可 
以 部 分 或 全 部 吸收 到 工 中 , 则 可 道 过 再 选 原 点 来 进 - - 步 简 化 1. 然后 在 保持 此 最 
简化 的 + RIEF, 研究 原点 还 允许 作 哪 些 改 rp. 并 计算 这 些 改 变 可 对 呈 和 9 (Е 
什么 简化 , ЕЛІМІЗГЕ) АР ЈР. 

k ”由 于 首先 选取 原点 使 (5. 10) 式 中 的 + 尽量 简单 ， 通常 根据 R 的 性 质 把 空间 
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— —y -------------- 
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群 区 分 为 A 型 (R= 5, М2), B (R =C A C 型 (R= S,). C 型 只 有 两 种 
空间 群 P24w 和 A219. 


- — U а — OO 


7. АНА ТЬ, Hi. 计算 全 部 12 P E eR. 
解 ” 已 , 群 包 含 一 个 作为 主轴 的 非 固 有 四 次 轴 , ЖЕ ЕНІ, 包含 网 个 互 
相 垂 直 的 男 有 二 次 轴 和 两 个 互相 垂 表 的 非 固有 二 次 轴 , 固有 和 非 固 有 二 次 轴 间 夹 
HH x/4. 根据 唱 格 基 秋 aj 沿 固有 还 是 非 固 有 二 次 轴 方向 , 点 群 Das 的 国际 符号 
分 为 42781 42^, 它们 代表 DRRR RATEALE RR S, CAR 5,05. 以 
D,, 群 为 点 群 的 空间 群 属 四 方 晶 系 , 有 P 和 I 两 种 布 拉 维 格 半 ， = án ЖЕ ЕҤ. 
BEA, а, ИК У, а) = a,. 四 次 轴 生 成 元 的 并 和 形式 为 
s, 一 一 a; b, + a,b. — 435. 

以 D， 为 点 群 的 空间 群 属 于 和 型 , АТЫН АК Е, 空间 群 元 素 的 一 
NOE XN 

TLCS, Y gC pF, 
h m 10.1.2 8E 3, x HR O iX 1. Жар Co t HT REPOS C. 原点 还 多 许 作 re 的 
平移 ， Ро ai rn tairo Ul 

(S, 一 Е)ғ = a (— rm + rg) + а\— rg 一 ғо) —28:rg = L. 
ҢІН го, ERI L 外 ， 还 允许 取 如 下 值 及 其 线性 组 合 : 
» + а,)12, а312, P 型 或 1 HRT 


Ға 


(2a, + a4)/4,(2a; + as)/4, I 型 格 f. 


下 面 分 别 研 究 和 "和 42“ 两 种 点 群 所 对 应 的 空间 群 
(1 对 点 群 取 '，a; 漆 国有 二 次 轴 方 向 , 二 次 向 的 生成 元 的 并 拓 形 元 为 


C, = a,b, - a;b, 一 а:8;. 
由 于 5,6,5. = C2 和 和 群 的 性 质 ， 
S.g(C;, p)S4 = g(C Sap) = g(C2,p + L), 
B poa p + ар + зра, A 
(S, – Е)р = ak- b. $ p.) + a,(— b. Р) — 92р = L. 
X Р 型 格子 , SB p = p, = 0 8 1/2. A p, Т 0xk 1/2. 对 了 型 格子 , 由 于 存在 


------ ñ — 


品格 矢量 f= (а ta, +аз)/2, КЕНЕН, 零 解 保留 , 解 p = 了 被 排除 , Ж p = 
(a, + a; )/2 ЯШ р-а,/2 蛮 成 等 价 的 了 ， 此 外 还 增加 了 解 p= (2а, + а, )ЈАЖ p 
= (20, +а,)/4. 所 有 上 面 这 些 解 的 平行 转轴 分 量 p) 都 等 于 转轴 方向 二 分 之 一 品 
格 矢量 的 整数 倍 , 因此 是 允许 的 解 . 

在 原点 平移 mr 时 ，p 允许 作 如 下 的 变化 ; 


(C, — Е)т -- дуду 一 а,2ғаз. 


xt Р 型 格子 ，p 没有 得 到 简化 , 但 对 工 型 格子 , p—ad2 的 解 被 消去 , Жр = 
(2a, T a,)/4 АП р (20; +@, 2/4 也 变 成 等 价 的 了 . 因此 有 空间 群 : 


P42, 了 P42 ы. P42 11, P42 il, 1427, 142,01. 


ЖЕЗ [ШЕР ЗІНЕ 111, 112, 113, 114, 121 和 122 77. 
(2) 对 点 群 427, а, АНЫН КЕЛІНІ, 一 次 轴 的 生成 元 的 并 矢 形 式 为 


C, 一 一 820, - а, Б; - lba. 
HF S,C,S,- CARRETE , 
5 CCS p)S, = g(CS.p?* L), 
(S, — E)p = aln fi + р) tako р р») 一 а32рз = L. 
虽然 方程 和 前 一 情况 相间 , 但 因 沿 转轴 方向 的 晶 格 矢量 不 同 , 解 也 不 相同 . 对 P 
型 格子 ， 解 和 前 面 情况 相同 , Яр, = 0.0 9 1/2, Ж p, 0 172. Xd AA 
+, 只 有 零 解 和 解 р-а,/2. RE p= (2а, + a,)/4 ЖИЕ p= (2a, + a4)/4, BAHE 
们 的 平行 转轴 分 量 р = (а –а,)/4, 小 于 转轴 方向 晶 格 矢量 的 一 半 , 被 排除 Г. 
在 原点 平移 гый. р 允许 作 如 下 变化 : 
(C, -E)r, =— (a, + а,)( ти + rg) - 432 гоз. 
对 P ЖАТ SUA F. p 都 没有 得 到 进一步 的 简化 , 因此 有 空间 群 : 
ра”, Ра ыз s PAZ Iie, PAZ. IAL, 142'мы. 
在 空间 群 表 中 分 别 排 在 第 115, 116, 117, 118, 119 和 120 5. 


в. ынты, 计算 全 部 9 种 空间 群 . 

解 ” 点 群 咏 的 国际 符号 是 22, 它 包含 三 个 互相 垂直 的 加 有 二 次 灿 ， 群 元 素 可 表 
ЕЕЕ С.С). EEG рн БУ BOSE IS SERE ES ds, AP, A, F 
和 了 四 种 布控 维 格子 . 三 个 量 格 基 矢 互相 垂直 ， 但 长 度 可 能 互 不 相等 . 两 个 二 次 


BLAN Қалалы; 
轴 生 成 元 的 并 矢 形 式 为 
C, =—a,b, — ab, + a,b, С, — a,b, — a,b, – а,Б,. 

以 户 为 点 群 的 空间 群 属于 8 型 ,所 原点 选 在 一 个 固有 二 次 轴 下 ,空间 群 元 杂 的 

一 般 形式 为 
ТЕБ) СС, "ЕЕС, p)”, 
Нн и SEHR 0 2E 1. £= tí, £= 0 EX 1/2. ЦИЕ r РЕ, ra= 
Airy E drg T Hals 
(C,— Ero = - a,2ra — ағо = L +1. 
对 A 型 .F AURI ЕР, ШЕ. 中 包含 有 a;/2 ты, АПАЙ-ӘР t 简化 为 
zo 在 保持 简化 后 的 上 不 玄 的 条 件 下 , 原点 还 允许 作 mr 的 平移 ，ro 除 取 工 外 , 还 
ЖЕП РА НАТЕ В: 
(a2, а,12, маз, P.A. ЕАК 
Fa = 1 
са +а,)/4, FART. 
Hi: ra TER. 
由 于 Cs С, C5 — C, ЖІ BUE E * 
g(C4 gU CS p)g(C4,0 = g(C uu Ср) = g(Ca.p* L), 
i£ P= a; pi +t ар; taa pas {i 
(C, ~ E)p = — G,251 — а,2р = L. 
对 P.A. FEI 型 格子 ,都 解 得 pU рН 0 TÈ 1/2, ptE. 除了 上 述 解 外 ， 
对 下 型 格子 还 有 解 p= (а, + а,)/4. {НЕН T pi 必须 等 于 转轴 方向 二 分 之 - ААЙ 


ЖИЕ Йй, 后 一 个 解 被 排除 了 
在 原点 平移 rud. p 允许 作 如 下 的 变化 : 
(C, 一 Е)гу 一 一 5;ÀFrg — 5375. 
因此 р. Н E. SUE ster PE РЭУ ds B EA. 
对 卫 型 格子 ,1，p1 和 ;都 允许 独立 地 取 介 或 1/2， 但 要 注意 其 中 有 些 笠 加 
群 是 等 价 的 . 显然 , := pum p. 0 和 1/2 是 两 个 不 等 价 的 空间 群 ， 它们 记 作 P22 
和 P2wy 27140. 在 空间 群 表 中 排 在 第 16 和 19 9. URHE г, p ft p PRASA 


312, 其 余 都 为 替 , 则 由 于 三 个 一 次 轴 地 位 平等 , 可 以 证 机 它 们 Ж. 解 := 


ЕНЕ ЫН xrERFE 4165, 


1/2( p, = p. = ӨЛІ р, = 1201 р, =Ü) RAM Тр ЕҢ ТАНУ, E A ETE Eg 
是 a 和 as 的 交换 . 对 解 p;= 1/2(: — p, = 0), Ж t ХАТЫ С». 如 
JE dà XA aj 取 在 这 个 二 次 轴 方 向 ， 则 e. = 1/2 的 解 变 成 了 了 前面 b, — 1/2 的 
м. 这 三 个 等 价 的 空间 群 记 作 P221. 在 空间 群 表 中 排 第 17 S. NUR r, pU TU 
力 ,中 有 两 个 为 112， 另 一 个 为 等 ， 则 也 可 以 让 明 它们 苇 相 等 价 . ШЕН ЕК 
a, BUE a; 71 6], grub] ГТ г р = 1/2 和 := р. -1/2 ЕЕ. ШШЕ р, = 
p,—1/2 92 —0, 即 两 个 二 次 轴 的 生成 元 分 别 为 
Ca, g(C5,Ca, + a5)/2). 
把 原点 平移 Fry 一 а-/4, x ATP А лр БІЛЕ ДҰ, 
eC, 0) -ғ g C. ‚СС, - Е }а»{4) 一 gi Cs, m а,/2), 
(С, (a, + а,)12) = БС. (а, 7 a,)/2 + (CC, = Ж)а 4) 
— (С), а|{2). 
WEE a 和 a; 的 交换 ， 上 式 就 变 成 了 前 向 上 = p. = l/2 fll p, = 0 的 解 . 这 二 个 等 
价 的 空间 群 记 作 P22 110, ЕЗІН НЕЗ 18 7. 

对 A Я, (50, ЕЗ ЖЕ f = (а, + а.)/2, НА p MEE f BS 
Е Еро = 172 的 解 ,因此 A ж Пр p = 0 xx 1/2, 对 应 空间 
RE A22 А22 10, 在 空间 群 表 中 排 第 21 8120 +. 

对 上 XA T. £ = Ü, dH FTE ñu k АЖ f= (a, t a, }2 EX (а> + a5)/2, 可 以 
用 从 p PREF АУАЗ ЮН БЖ р, = 1/2 和 ! 或) p, = 1/2, 因此 下 ETH 
有 简单 空间 群 F22 ， 在 空间 群 表 中 排 第 22 5. 

对 了 型 格子 , :=0, 由 于 存在 唱 格 矢量 f= (а, + а, + а;)/2, 可 以 用 从 pp 中 
ЖЕУМЕН Ері = ра = 112. 只 要 把 gj, 选 在 原来 a; 方 向 , 就 可 把 解 p, — 0 
和 p. = 1/2 EROR. р, = 12 ЖТ р. =0. 因此 了 型 格子 有 两 种 空间 群 122 和 I22 1s, 
前 者 在 空间 群 表 中 排 第 23 =, 我 们 要 证 明 后 者 与 空间 群 表 中 排 在 第 24 л. 2 (А 
HF 251 2/119 FO. 事实 上 , ру, 再 用 平移 原点 的 方法 消去 新 产生 的 рз. 
空间 群 12001.27 446 就 等 价 于 空间 蒂 12512. xc Rb [н] Ef. ty == BILE 122 1, ЖЕ 
仅 在 于 a, Fi a, BJ Arf. 

xx RE, 我 们 得 到 了 空间 群 赤 中 以 D, 为 点 群 的 命 部 九 种 不 等 价 的 空间 群 ， 排 在 
хар НБ 16 2 24 5. 


第 六 章 а № 群 
一 、 置换 变换 的 乘积 公式 


* n 个 客体 排列 次 序 的 变换 称 为 置换 ， 设 置换 R 把 原来 排 在 第 / 位 置 的 客体 排 
到 第 位 置 , 用 2x n 矩阵 来 描写 置换 RR 


БЕІН ЯНА НЕ не, 重要 有 的 是 每 列 上 下 两 数 之 间 的 对 应 关系 . 这 样 
的 置换 共有 n! j, 按照 变换 的 乘积 规律 (相继 作 两 个 变换 ) , ЕЛІМНЕН, Ж 
个 客体 置换 群 $, ,其 中 人 恒 元 的 矩阵 表达 式 土 下 两 行 相 辣 , 道 元 则 上 下 两 行 区 
" 
如 果 在 置换 S P, Alr- IVTARMRERERTAE, BUR г ЕЛИ РЕВА, BER 
为 长 度 为 二 的 轮换 , 用 一 个 行 志 阵 描 与 : 


а “" ауу аё, bj vo PR y 
5 = 
la; da бі) a, б, b, 
— (a, da Gl a, ) 
= (a, ау "' а, aj). 


ШЕЕ ЕЕН, ЖЗНЕ ERE DJ, {Н СУКЕ ЧЕЛИНЕ. 长 度 为 2 
的 轮换 称 为 对 换 . 
友 ” 任 一 置换 可 惟一 地 分 解 为 不 包含 公共 客体 的 轮换 乘积 . 这 些 轮换 的 长 度 集合 
称 为 置换 的 轮换 结构 . 不 包含 公共 客体 的 两 轮换 的 乘积 次 序 可 以 交换 . 

一 个 轮换 可 以 在 任何 地 方 切 靳 , 并 重复 切断 处 的 数字 ， 变 成 两 个 轮 挨 的 来 
RA. 


(а bed- f) = (ac ьс) (са f). (6.1) 
反之 , 仅 有 一 个 公共 客体 的 两 轮换 可 通过 (6. 1) 式 接 起 来 变 成 一 个 轮换 . 有 更 多 
公共 客体 的 两 轮换 乘积 也 可 用 此 “切断 "和 "衔接 的 方法 化 为 若干 个 无 公共 客体 的 
轮换 乘积 . 例如 


第 六 章 BAR ag. 
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(a, a cau cca d)(dé, b, cb, b.) 

= (атс ae) (саст a d0)(d b, b. eleba Ф) 

= (ai a, сана, d)ld <Хсауа-- b )(c bou Б) 

= (a, v асс) Себу ba a,d)(d b, b.) 

= (ау a, cb. с“ (ан ad bon b). (6.2) 


FT- EHE RT yar TTE RS ЖЕЙН, m EDU S ЫН, 在 乘积 中 包含 的 对 换 
个 数 的 偶 奇 性 是 确定 的 . ЕКОЕ а ОКПЕ ЕЕЕ АС 
ER), ДЕНЕМ ЕСЕ ОСК) 1， 奇 置换 的 置换 宇 称 为 -1 一 长 度 为 КЕ 
dn] У-ТІ, НІК! 的 轮换 的 置换 字 称 为 (7 — 1). 

k хис ЛАЖ Р 的 左面 移 到 右面 时 , E R PHATE HESE 
а, 有 反之 ， 当 把 置换 S 从 置换 只 的 右面 移 到 左面 时 ,置换 R 中 的 数字 作 S UE 
Ж. 换言之 , 设 SR= TS, В R 所 涉及 数字 为 r, 等 , B S 把 r, 变 成 :,, ШЕ 
аттан 的 表达 式 相 同 , 只 是 把 所 涉及 的 数字 由 r AREE. 这 关系 称 为 置 
H FEIR 36 Bh ИШ ШШ). 

k P = {wat+1) 是 相 邻 客体 的 对 换 , 用 置换 乘积 交 撞 规则 易 知 它们 满足 


Р, = Е, P Paa Pa = ҺАР,» 
РР, = PP,, * la —- b 1222. (6.3) 


1. ЕРИКА ЯЕ: 
(1): (1 2)(2 3)(1 2), (2): 423413420321), 
(3): (1234) !, (4): (124 5)(432 6), 
(5): (12 3}(4 26)(34 5 6). 
解 ” 前 两 小 题 可 用 置换 乘积 交换 规则 来 计算 , Jer ЧЕТА RECS DAHR. 
(1): (13), (2): (214), (3): (4321), 
(4): (5126)(4 3), (S): (12 6)(4 5) 


Б EXE (2 qd ) 表 为 车 干 相 邻 客 栖 对 换 P, RIRH. 
oed, 假设 5>d，, 用 (6.1) 式 容易 验算 


(b d)= P, TUE Pae PaPa РУР, 


№ 


= РР P, , P,- P, 277 Р,АВ;,. 


B He- mt 


----- — 6 Е —ə 


3. ERKEK. HER, BR? 次 方 等 于 恒 苑 ， 即 它 的 阶 数 为 二 

证 ВА (aa, a), тозе | 到! 问 的 任 一 整数 ,#5 EDERA an 的 客体 ， 
ДЇ R 把 a Жа, Wa Зла, Н К "а, Жа, НАК ТЕЛ. 把 < 
Жа, 然后 再 用 К" ЕШ, Æa EI au, ВК 把 任意 a Ean. MRF 2 
不 变 , dX R АНЕ. 


4， 设 则 = 人 23… н), WEH Р, ЯП W КОН ЖЕНЕ UC. 
证 ”由 题 2 知 , КЕНАН ЕЛАН АНА BERE BI. d Pa 3 PU 
umm. WP = P... W, ЗЯ W = и", 因此 有 


Р, = WP. (Мі = МР". 


5. НКУ 52 ЕШ, 每 次 洗 牌 都 改变 牌 的 排列 次 厅 ， 也 就 是 作 一 次 置换 .如 

时 每 次 洗 牌 都 严格 按 下 面 操作 进行 , 先 把 牌 分 成 相等 的 两 部 分 ， 然后 每 部 分 

下 相 间隔 一 张 牌 重新 排列 起 来 ,这样 第 一 张 和 最 后 一 张 的 位 置 没有 变化 , 其 

他 址 都 重新 排列 了 . 试 把 此 署 换 表 成 不 含 公共 客体 的 轮换 乘积 , 写 出 此 置换 

的 轮换 结构 ,并 说 明 最 少 作 几 次 洗 牌 ， FPE ER Ar HER C FORCE ДИК. 
ай ФАН АННА ТЫН, 前 而 -- 半 牌 排 到 奇数 位 置 , 后 面 一 半 牌 排 到 偶 
数位 置 ， 用 数学 的 语言 说 ， PE 159526, £5 Pr. Жон gk ши ap xj Zn — |} 
牌 的 位 置 ， 而 第 (26 + n ERRETES Orn KREISE 现在 来 计算 这 样 的 洗 牌 所 
对 应 的 置换 如 何 务 解 成 不 含 公共 客体 的 轮换 乘积 ， 首先 , ЕМЫ КЕ У 
1 БТ) 0052). 其 次 , 按照 F 面 给 出 的 变换 规律 , 洗 牌 把 2 变 成 3, 3 变 成 5， 
5 ғ 9, 94517, 17 ЖЖ 33, 33 ЛЕДИ 14, 14 з ў 27, 27 变 回 到 2， 于 是 我 们 
得 到 一 个 长 度 为 8 的 轮 模 

(235917331427). 
在 余下 的 牌 中 例如 再 选 第 4 ЕМ, 洗 牌 把 4 杰 成 7, 7253 13, 13 变 成 25, 25 3 
Н 49, 40 Л 46, 4675, 40, 40 де 28, 28 TEA 4， 于 是 我 们 又 得 到 一 个 长 
度 为 有 8 的 轮换 
(47 13 25 49 46 40 28). 
кі, 在 余下 的 牌 中 再 选 第 6 ЖУ, 洗 牌 把 6 变 成 11, 11 变 成 21,21 变 成 41, 41 
"Eg 30, 30 751% В, 8 GENE 15, 15 деру 29, 29 T5 Iul 26, 得 到 一 :个 长 度 为 8 的 轮 
m 
(6 1L 21 41 30 8 15 29). 


ORAS жан 169. 
在 余下 的 牌 中 再 选 第 10 ЖОЙ, 洗 牌 把 10 ÆR 19, 19 Ж 37, 37 ЖЕЙ 22, 22 7 
A 43, 43 变 成 34, 34 EJ 16, 16 ER 31,31 AE [HI SE 10, 得 到 个 长 度 为 8 的 轮 
1 

(10 19 37 22 43 34 16 31), 
在 余下 的 牌 千 再 选 第 12 ЕН, 洗 牌 把 12 变 成 23. 23 变 成 45, 45 ЛЕРИ 38, 38 ЛЕ 
成 24, 24 变 成 47, 47 变 成 42, 42, 变 成 32, 32 EAR 12, 得 到 :个 长 度 为 8 的 轩 
换 

(12 23 45 38 24 47 42 32), 


在 余下 的 路 中 再 选 第 18 张 牌 , 洗 牌 把 18 变 成 35, 35 恋 回 到 18, 这 次 得 到 -个 长 
度 为 2 的 轮换 (8 35), 在 余下 的 牌 中 向 选 第 20 Ж, ЕЕ 20 变 成 39，39 ЛЕ 
成 26, 26 ȘIR 51, 51 变 成 50, 50 ÆR 48, 48 变 成 44, 44 变 成 36, 36 Ap [a] Ж 
20. 得 钊 一 个 长 度 为 8 ТЕ 

(20 39 26 51 50 48 44 36). 


现在 52 张 牌 者 已 取 近 ， 从 而 把 洗 牌 对 应 的 置换 化 成 两 个 氏 度 为 | 的 轮换 ， 一 个 
长 度 为 2 的 轮换 , 利 六 个 长 度 为 只 的 毗 换 的 琴 积 ， 这 置换 的 轮换 结构 为 (1 2, 
ве) 这些 轮换 长 度 的 最 小 公 倍 数 是 8, 也 就 是 说 , 经 过 8 K ERER HU, 
Рр Зар НЕЗ). 实 路 的 洗 牌 并 不 如 此 产 铭 ， 会 有 很 多 的 偶然 性 ， 因此 
术 必 担心 牌 型 会 如 此 快 地 出现 旱 有 发. 


М, 杨 表 和 杨 算 符 


k SARS, 的 类 和 不 等 价 不 可 约 表 示 分 别 用 配 分 数 撕 写 . 类 用 符 如 (1) = С. 
l.c). 21 {=н ЖАЙ, (td E E ph EN АНЛА. An] ega АН ФИН Г А! = .41， 
Аъ], Ааа; а бе, 2 À 7n. 标记 . PRERA n 格 的 方 格 图 ,上 上 上面 和 左面 
对 齐 , жұпта тінде, Жі, ЖА, 有 重复 时 用 指数 标记 ,例如 
(2,352(2,2,2,3,3). 
Kk dnas can Іі<),2,>4), 则 称 杨 图 -24 ] 太 于 杨 图 [4 1. ПЕ I 
EEFE HUE S. ups Bl. 

iE SUR 上 到 z ЖА ЕП А], 得 6 k. eve - 行 中 ,左面 的 数 小 
AERA, 同 -- 列 中 ， 上 面 的 数 小 -于 下 面 的 数 ， yl gt ЖЖК ЖЕЛІ Ж. n] e 
义 同 一 杨 图 的 两 不 同 正 则 杨 表 的 大 小 : AA - 行 起 , ж ГА l RAEN 
表 的 十 数 , 再 至 见 到 第 -对 不 相同 的 填 数 ， HU it es OA BECK B EMH e 


70) + ú 群 论 习 题 精 解 
HEAL 的 正则 杨 表 数 由 物 形 <Hook) 规 则 来 计算 ， 


dii (S,) = "ІҢ |x. (6.4) 


一 


其 中 ,是 第 i 行列 格 手 的 移 形 数 ,， 即 该 客 所 在 行 右 面 的 格子 数 加 上 所 在 列 下 面 
的 格子 数 加 一 , 互 为 转 置 的 杨 图 称 为 关连 杨 图 , 它们 包含 的 正则 杨 表 互 为 转 置 ， 
因此 正则 杨 表 数目 相同 , ІН K EE ОЛЕН АРЕН. 

去 ”对 于 给 定 的 杨 表 , 所 有 同行 客体 的 轩 换 称 为 该 杨 表 的 横 辐 置换 Р, 所 有 同 列 
客体 的 置换 称 为 它 的 纵向 置换 О, 所 有 横向 置换 之 和 称 为 它 的 横 回 算 符 3= >Р, 
所 有 纵向 置换 乘 其 置换 字 称 之 和 称 为 它 的 级 问 算 符 2— 208€ Q0 Q.. 杨 表 对 应 的 
杨 算 符 等 于 横向 算 符 和 纵向 算 符 的 飞 积 ,Y= 99. 


6. 分 别 自 大 至 小 写 出 置换 群 SS. 5, AS 的 全 部 杨 图 . 
м BHABÉS, 的 杨 图 有 [5], 14,11, [3,2], 13,121, [25,1], 12,171, [1°]. 
aaRS 的 杨 图 有 [61, 15,1], [4,2], 14,171, E37], [3,2,1], 13,11. 
125], [22,12], [2.12], [1°}. 
TARS 的 杨 图 有 [7], 16,11, [5,2]; [5,12], 14,31, [4,2,1], [4,1], 
[35,1], [3,25], [3,2,1], [3,1€, [25,11], [25,15], 2,0], [1]. 


7. 分 别 计算 置换 群 5,, S, S 和 SS 各 类 (i) 所 包含 的 元 素数 目 nC). 
E S 8. „(4) =6, n(3,1)=8, n (22)=3, n(2,1)=6, п(1*)=1. 

S В; n(5) =24, n(4,1) = 30, n(3,2) = 20, п(3,12)=20, n{2° ,1)= 15, 
п(2,12)=10, n(1)71. 

S BE. n(6) = 120, (5,1) = 144, n(4,2) = 90, п (4,12) 290, n(3*) = 40, 
(3,2,1) = 120, n (3,1) = 40, я (2°) = 15. п (22,12) = 45, n (2,1) = 15, 
п(1%) =1. 

S, BÉ: n(7) = 720, (6,1) 2840, n(5,2) = 504, п(5,12) 7504, n(4,3)— 
420, n (4,2,1) = 630, n (4, ) = 210, n 3,1) = 280, я (3,22) = 210, 
„(3,2,12) = 420, n(3,1) 2 70, n(2,1) = 105, ,(23,13у-105, (2,1) 721, 
níl =l. 


8. 计算 置换 群 S,, 5 所 4 所 9, 各 杨 图 [4 ] 的 正则 杨 表 数 diit S, ). 
BO THARA Ж ГА 1 的 正则 杨 表 数 . 


关连 杨 图 . rp] Qr] X3] | 


正则 杨 表 数 TT 
‚ нит | fe) isn [er [er] A 
2] 


| eem |j] Dr) Cup Dar) [7 
正 出 杨 表 数 7 1 5 9 10 5 


E 


NU 1&1] [52] IS E] i53 14.,1] [4,2] [3,1] 
[2,05 [2.5] [3.1 (2,1; [3,2,1] [EY 


NEL. EUR | [43] [62] [4,2,1] [3,2] | 
关连 杨 图 4,1% 25 [32 1] [23.11 _ 


= 正则 杨 表 数 Ts е ы s ә 2 


neo [9] ІП ma 2) [Zl i64] ГЕНІН (6,17) 15.4) 
xum | (1 [21] | [2,1] |3,1. [25,19] (3,2,1*] [4r] [2 ni 


x 8 27 28 48 105 56 22 | 
ПЕ 1 224) 


6 14 15 14 35 20 21 

| SEBE x 8s) mr [62] ier] —[5,3] 2E 
关连 杨 图 [15] [2,15 ] [22 ,1*) (3,1! | [2,17] 3,2,1] 

шив | 1 7 2 72 9 $4 | 


с ЕН [5.31] - EET 31 (582,11 [5,1] 14,4] [4,3,2] [4,3,1 13°] x 
关连 杨 图 | [3,22 , V] yr] [42,0] 3,21 .3 .2,1 er] 
| 正则 杨 表 数 | 162 120 8 70 84 168 216 020 | 


КЕЗЕ 


— -一 一 一 一 一 一 ——— —— 一 一 一 一 一 -一 
------------ 一 — --- —-— -- -一 一 一 -一 — - - - 


9. НЛ РАМ: 
111200131 1142! [1121314 
o EPD o BH] o Н+ 


(із [E (12) (132 (23) (10232 (82 DI E - (14)] 
-E-(02)—0013)4 (23294012 3) * (32 1) 
-(14)—(20 41-(31 4) - (23)(1 4) - (2314) - (321 4). 
(23: TE (2)]LE € 3 D]LE - CH ILE - (2 01 
=E+(12)+034)r 0 2X(34)- (13) — (21 3) 
-(431) -(2143)-(24) - (124) -(342)- (1234) 
+(13)(24) (1324) F (314 2) +432014). 
(3): E* (12) + (à 3) (4924 (232 (242 c (34) t (0 2903 4) 
r(13)2 0 (14/023) 1 (123) + (132) + (124) c (14 2) 
+ (134) 7(14 3) 4 (234) 1 (24 3) -(1234)*(1243) 
10013422 (1324) (0423) (1432) - CE 9 - (215) 
-(315)-(4153) (230015) - (2 4)(15) - (3 AK 5) 
-(344215) -(24)(315) - (2 3)(41 5) – (2315) 
-(3215)-(12415)- (4215) - (3415) - (431 5) 
-(234)(15)-(243)(15)- (23415) - (243215) 
_ (34215) (32415) - (42315) - (43215). 


解 


— 杨 算 符 的 对 称 性 质 和 正 区 性 


к ”对 于 给 定 的 杨 表 和 杨 算 符 v, 它 的 横向 置换 P. JA gr Q 及 其 乘积 PQ， 
都 称 为 属于 该 杨 表 (或 恋 杨 算 符 ) 的 置换 ， Н Н ЛЕ ЕО А WEE 
HX. 除了 醒 元 外 ， 属 王 问 一 杨 表 的 纵向 辕 换 和 横向 置 护 没有 公共 置换 ， 杨 算 符 ` 
可 表 为 属于 它 的 置换 的 组 合 . s= ХӘ (Q PQ. vu qp РО-9-2С 0/7, 
和 福 克 条 忻 


LE + S(a,b) ]* = 9. 放下 -cd = 0, 
- ті 4-1 


р oA ROSA ТАВА Т ЙК а, RAL 而 o, 是 另 一 行 的 任 一 客体 ,也 
该 行 的 格 数 必须 不 大 于 A. МЕ, 第 二 式 是 对 杨 表 某 列 全 部 с 个 客体 c 求 和 ， ШІ 
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d, 是 太一 列 的 性 一 客体 , 但 该 列 的 格 数 必 须 不 大 于 г. 
Ж WREE- HH, ЖЕ YRAETA 一 行 , MERR UE 250. 则 е 
= 0. AES EIS RETE URL 9 EEX, OA = 29-0. 对 应 同 .- 杨 图 , ЖИЕ 
MAE Y КРЕМИ Y, DW oo = 0. 
让 ”对 应 置 挠 群 S, 同一 杨 图 [; ТАН LEUR R 相 联 系 , DTE 
的 杨 算 符 满足 V = көк 9550 的 充 要 条 人 忻 是 此 R JRCT ac v, BB R я А 
为 杨 表 名 的 横向 置换 P 和 纵向 置换 只 的 乘积 . 注意 已 =RPR ‘ЖО = ROR’ 
ARAE :的 横向 置换 和 纵向 置换 , EL R - PQ = PQ = ОР. 杨 算 符 的 平方 
为 

ag = тє (6.5) 


其 中 dl-(S。) 是 对 应 该 杨 图 的 正则 杨 表 数 , 由 钩 形 规则 (6.4) 计 算 ， 


10, 自 小 到 大 写 出 S, 群 对 应 杨 图 [3,2] 的 所 有 五 个 焉 则 杨 表 9, 并 计算 这 兰 正 
则 杨 表 同 的 置换 Ro, 它 把 杨 表 X ERR Ha 


解 
Ей ИЕЛЕ а 
Diu gu 
" H [315 

R,,7(34), Ra = (345). ons». 

Ку; = (245 3), Ка = (4 5), R. = (23), 
Ra = (2 3)(4 5), R, = (2 3у(45), R, = (23), 
R. = (4 5), R = Е, R,-R,. 


1. 计算 联系 下 面 两 杨 表 的 置换 R. 并 验算 对 应 的 两 杨 算 符 满足 如 下 关系 : 


2 
"P nan "P u= 


YSR HAS "и — 9,9, 


9 R i = К, 2 Ryg = Куо, “Rio = Кы? 


12. 


13. 


解 


КО 群 论 习题 精 解 


H Res [E +(12)+(13)+(23)+ (12 3) ~ (3201 4) 

= (34) + (122(34) + (134) + (234) + (1234) + (2134), 
Rom = (344 Е + (12) + (14) + (24) + (124) + (421) ] 

= (34) + (12)(34) + (341) + (342) + (3412) + (3421), 
P Ro = [E (14) 034) = (34) - (143). | 


В = (34 [E — (1321 = (34) – (431). 


己 知 对 应 下 列 两 杨 表 的 杨 算 符 乘 积 满足 9702-20, 居民 把 杨 表 SEBAUK 
ar , 试 计算 К, 并 把 R 表 成 属 杨 表 多 的 横向 置换 已 和 纵向 置换 只 РЕЙН 
ро, 再 把 它 表 为 属 杨 表 V 的 横 问 置换 也 和 纵身 置换 中 的 乘积 PQ : 


MALE apii 
fike- ete [spe E 
efs 


[124735968 
SEINE (4356897 
- (74)(435689)- (74)(35)(5689 4) 
= (74)(35)(5689)(94) 
= (4X3 5)(9 5)(5 6 8Y(9 4) 
= (74)(339)(6 8)(8 50(9 4) = PQ 
P-(74X359)(68), Q = (8 53194), 
= (4356897) = (43(568973) = (4 3)(5 6)(89736) 
= (43)(56)(89)(69 7 3) = (4 3)(89)(5 6)(7 6 9)(7 3) 
= (43X8 9)(567)(69)(7 3), 
P'= (43)(5 6 7)(8 9) = КРЕ,  Q' - (96)(73) = КӨК z 


对 应 杨 图 [2,1], АНЕЛЯ a rR E ШИЙ FC (Uer. J= x4. 


ні, E S, 群 群 空间 的 矢量 . 
对 应 杨 图 [2,1] 有 六 个 杨 表 ,两 个 正则 杨 表 和 , 其 余 都 是 非 正 则 杨 走 
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4175. 


--------.- 
一 oO 


: 112 

Mangi иан Fee hU 
2 |3 

nan- BPI ња, 20) arn [TU 


2 | 
由 杨 算 符 的 对 称 性 质 和 福 克 条 件 得 


d -—-(13)«(13) 2- (13:4 = [E + (23) 12, 


l. 


4 = (012) $02) 5— (1022€ = Е + (23), 


Ж = 91012) + (1 3)] (029-03) = % - (23)%, 


4,2 (23) (23) 2— (23) = – ОЗ t3, 


Uu. ЖЖЖ КАП Жыл. 


* 在 有 限 群 С mH up, mE 2 = e СУ WK Ax. 满足 ее, T 
Se, fro c RC B.R F НЕЗ ЛЕ. Me, = 2, Bs ix oe, 生成 的 左 理想 ， 
e, = В, 称 为 由 办 等 元 6, 生成 的 右 理想 . НОТЕ УТ Е А Л АВ 
ялан 在 一 个 左 理想 =, HEA -E z. C v, , Ж S EER ВЕРОЙ 
X Sr, = >z D, CS ME BUE G RA, 称 为 该 左 理想 v, 所 对 应 的 表示 , BERA 
REN е, 所 对 应 的 表示 . 苦 两 左 理想 对 应 的 表示 等 价 ， 则 称 此 两 堪 理想 等 价 , Ж 
左 理 想 ie, 对 庶 的 表示 为 不 可 约 表 示 ， 则 此 去 理想 称 为 最 小 左 理想 ,该 医 等 元 称 
Adde SEG. ЕЛ. e, hU EXEAT ERUIT ККЕ: 
Єз, 都 有 ete, A eu, ЖР А, 是 依赖 于 zt 的 常数 ,可 为 要 ， 两 厌 始 办 等 元 e, 和 
c, 等 价 的 充 要 条 件 是 至 少 存在 一 个 群 元 素 民 , 使 eRe, 770. 这 些 结论 同样 适用 于 
жн, 只 是 右 理 想 К, Bip REIS) Sez AE MUN a5 = > D. (S)<,. 
k оғын, БЕНЕН EISSI. Ж А А P FH НЕ, H 
HEFTE E BOR RORIS 26 ft BJ AS Bl #J ROS, 因此 置换 群 的 不 可 约 表示 由 杨 图 描 
". 

"4 са, АҒЫЗА S, 同一 杨 图 B ic 45 AER IESE, 但 当 8205 时 
刚 不 一 定 . TE 25 时 ， 对 于 确定 的 杨 图 [A]， 可 用 下 面 方法 定义 411695, ЕН 
TIGRE. 为 了 书写 简单 , 省 略 指标 [4 ] 和 5,. 设 把 正则 杨 表 9; 变 成 正 
则 杨 表 v, ВЕНОК. o 9,770, W R, = ра = p?QC , ЖФ P.” 
њо 分 别 是 属于 杨 表 S 的 横向 置换 和 纵向 置换 , 而 Р? 和 QQ APERTE 
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469, 的 模 问 置换 和 纵 同 置换 . $ 


PH, Md = 0, 
p = 
” 10. MA оу = (), 
= Е = 4o dq (6.6) 
y, = Ë — SP mor уу = E, е = up ume . 


p^ gri 


e, Ed МААНЕК АЈВАР. BET 
8CQUOQU, 
a. -| 
0, 


M or 5 0), 
Ex. ` y E — 0 ч 


y, = Е - > 5,Q.. у= E. е, = >т; 
ga ЕНЕ ЕЛ. 置换 群 的 恒 元 王 uJ 4r 3 de Ar ox PL ABL 


My 14] 
E= Quen -LSe Хау | 
La] 
ü A67 7 ШУЭ ТУЗ Dp. 
LA 


注意 n! duo EERBARE А RTR. 


RREPTA 


(6.7) 


14. BALK S, ИНЕ А. 


-21E-(( 2)34) + (1 3)(2 4) t CL 4902 3)+(1 23)+(1 32) 
pe 34)4(143) *(234) (24 9I 
HE 
ааа 23434) — (1 3) (213) 
— (4 3 1) 0214 3) - (24) – (124) – (342) - (1234 


一 -~ -— 


— h ———OnPY SOU R`£ — 


+(13)(24)+(1324)+(3142)+(14)(3 2) 
+E+{13)+(24)+(1 3(24)—(12)—- (312) 
-(421)-(3142)-(34)-(134)-(243)- (1324) 
r(12)X34)+(1234)+(2143)+(14)(2 3) 
=2}Е+{(12)(34)+(13)(24)+(14)(32)1-(123)-(1 32) 
-(124)-(142)-(134)-(143)-(2340-1(243), 


С-а/ д 
797] tarpa] *1[2][4] 71131 
3 
3 4 
+113 ]4] *% [1] | 


=21Е+ (123) + (132) – (23)(1 4) - (214)- (4 12) 
0314) (413) – (2314) + (4123) – (3214) + (4132) 
+2:65+ (124) + (142) – (2 4)(13){ — (213) - (312) 
(413) - (314) - (2413) + (3124) – (4213) + (3142) 
216+ (143) + (134) (4 (12) ~ (412) - (21 4) 
(312) (2113) - (4312) + (2143) – (3412) + (2134) 

—-6E-2(23)(1 4) -2(2 4)(1 3) -2(4 39(1 2). 


15. ХЕ S. 的 杨 图 [2,2,1j， 计算 互相 正 交 的 原始 篆 等 元 . 
解 Su, 对 应 杨 图 [2,2, 晶 有 五 个 下 则 杨 表 必 : 


1 3⁄2 9/3 яуа as 
112 112) BES L| 3j 114 
374| [31s] (214| |215 2 (5 | 


经 过 验算 , 除了 X5, 其 他 不 局 正则 杨 算 符 的 乘积 都 为 零 . TEM %; AF oit. 
EEG, mg R | = (4235) = (2 5)(5 4)(2 3). ШАЙТ % = E — (2 5), 
其 余 XXE. БІЛІНЕ ЕЕ ҰЛЫН 


8 群 论 习 题 精 解 


Гк. - 
e; = 34 4 [E — (25):. е, = 54%. 2 = uz. 


也 可 把 ROSE R, =(34)(42)(3 5), ШЕН Н E PIE ЖШ ЛИН RE STE FJ 


, 1 - А ; 
es = s [E —(42)(35)]%, е = 54%. 1524. 


16. 对 于 置换 和 群 人 的 杨 图 [4,2」, РЕЖЕ 4 E së BJ be ЖЕ ЕЛІ. 
м S, 群 中 , 对 应 杨 图 [4,2] 有 九 个 正则 杨 表 ， 自 小 到 大 依次 为 


1234 1235 1236 1245 1246 
56 4 6 4 5 36 35 


1256 1345 1346 1356 
34 26 25 24 
өзен, АЯЗ-АТА АЖ: 
QG A0, Ра = (25643) = (643)(25)(5 3), 
GLO S50, Вә = (24653) = (653)(24)(4 3), 
“4% 3-0, R, = (2453) = (5 3)(2 4) (43). 
Eh ШАЯ Tr #HIF SEIS ЛАН RESET 9 


e, = KALE - 25) 6 01, 
e; = gab [E — (2 4)(3 6 )], 


= WE - (2 4)(3 5)]， 


e, 一 as 4 = n = 9. 
市 可 把 上 述 开 个 R. 表 成 男 一 形式 , Ra = (4 32) (5 6)(6 2), Къ = (5 3 2) 
(466 2), Rs = (3 2)(4 5)(5 2), НЯНЯ АНТЕ ІН НЕ Л.М 


= ГЕ +(26)]%. 


第 六 章 НАН 


1 一 一 一 т----- - —- 
—  . —n TN 


, ІР. 
бат aol E + (26) + (25) 1%, 


17. РАФ S 的 杨 图 [3,2,1] ,计算 生 由 正 交 的 原始 称 等 元 . 
解 S 群 中 , 对 应 杨 图 [3,2,1] 有 16 个 正则 杨 表 , НМ 


123 123 124 124 125 125 126 126 


45 46 
6 5 


35 36 34 36 34 35 
б 3 6 4 5 4 


134 134 135 135 136 136 145 146 


2 5 26 
б 5 


24 26 24 25 26 25 
6 4 3 4 3 3 


经 过 验算 ЕЛ ЫАЖ. 
Жаз 0, M H4 0.0 AS 50, 6 50, 


4854,5 Z= 0, DET = 0, 5% Ws 天 О, Аы” >-9. 


Riu = (245 3) 


= (2453) 4) = (4 5)(3 2)(2 5), 


Riw = (24653) = (53)(6 2)(2 4)(63) = (32)(5 4)(46)(5 2), 


R. = (2463) = (2 4)(63)(3 4) = (4 605322026), 
R = 24563) = (63/52/2453) = (32)(6 4)(4 5966 2), 


Куз = (23654) = (5 AY(6 2)(2 3)(6 4) = (4 23(5 3)(3 6005 2), 


КЕ, = 23564) = (64)(5 2)(2 3)(5 4) = (4226303 5)(6 2). 


R sas = (2 3 б 4) 


Кз = (2354) 


= (6 2)(2 3(64) = (43)(3 6442), 
= (5 2(2 3(54) = (4 3)(3 (4 2), 


由 此 算得 互相 正 交 的 原始 知 竺 元 为 


ёр 一 


ЖЕЛІГЕ - (2435) - (2 6)(3 5], 


- 180 > Л йэш 

ез = ДЕ - (24)(3 6) - (2 5)G 6)1, 

ез = ЗГЕ - (26Х45)!, 

е, = j3 A [E -(25)46)., 

es = is LE - (2 6)], 

e; = ЖӘІЕ- 25). 

„= qM. p 6 Ë 8 < z < 16. 
另 一 组 互相 正 交 的 原始 图 等 元 为 


€ ц = = БЕ + (2 5) pM 
e RIE - (2 5)(4 6)]95, 


e 13 = RIE + (2 6)1%5. 


ец - as LE 一 (2 6}(4 5)]9, 


е^» = ЩЕ = (2 5)(3 6) — (2 4)(3 6) JMs, 


voc TED — (26)(35) - (2 4)(3 5) 148, 


у, 1= = 10. 


15. 对 于 置换 群 S, 的 杨 图 [3,3] 和 杨 图 [4,1,1]， 计算 互相 正 交 的 原始 星 等 元 
д S 群 中 , 对 应 杨 图 [3,3] 有 五 个 正则 杨 表 ， 自 小 到 大 依次 为 


123 124 125 134 145 
456 356 346 250 246 


因为 在 正则 杨 表 中 数 6 只 能 填 在 右 下 第 ， 所 以 5 群 表示 [3.31 的 正则 杨 表 填充 是 
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a 
— 


Ej S, 群 表 示 [3,2] 的 正则 杨 表 填充 对 应 相同 的 , ТЕЗЕ! ЖЛ. T th EE - 样 
ВУ, Е НТА. 
经 过 验算 , BET “Q; ОУК, ИЯ ЖВПЕЛММ КЕНЖЕ. pi 5 5 
TRAR 的 置换 是 
Р, = (2453) = (24)(53)(3 4 = (4 5)(32)(2 5). 
И x IB BABIESSBUR TOES ZU 


TE 
e AQUAE —(24)(3 5)}, е, -= La, 25695. 


ARE, 16 10 个 正则 杨 表 , 自 小 到 大 依次 为 
1234 1235 1236 1245 1246 


5 А 4 3 3 
6 6 5 6 5 
1256 1345 1346 1356 1456 
3 2 2 2 2 
4 6 5 4 3 


经 过 验算 , 它们 对 应 的 杨 算 符 已 经 填 父 . 


19. 举例 说 明 最 小 左 理想 对 应 的 原始 蜂 等 元 不 是 惟一 的 . 
E DLS 群 为 例 , 设 % 是 对 应 杨 表 上 | 二 的 正则 杨 算 符 , AR S, 群 的 群 代数 


可 得 最 小 左 理想 SA = 省， 而 % 是 对 应 杨 表 的 非 正 则 杨 算 符 . 易 见 
= (1 3) (1 3) = – (1 3⁄4. 因为 作为 群 代数 ， 一 CL 32-3, Bir LA E. % ЖІ-% 
牛 成 的 左 理想 都 是 乞 ， BEAR A 和 36 分 别 除 以 3, 都 是 对 应 最 小 左 理想 Z, 的 
原始 寡 等 元 . 


五 、 对 应 杨 图 [4 ] 的 置换 群 不 可 约 表示 


本 小 节 对 确定 的 杨 图 讨论 ， 为 书写 篇 单 ， 省 略 指标 [3 1. 
* UR, ESI 9, 变 成 止 则 杨 表 % 的 置换 ,zz 是 对 应 该 杨 图 的 正则 杨 
AH, (nt Га) ВТЕ А ЕИЗ ЯЯ. 定 尽 标准 基 为 
h, = Б ) Уя Ку, = 4 Ra y, bb. = 8,5, - (6.8) 


Һ 


нечени 


— — — ---- + 


对 国定 的 bv, 4 个 其 БАЗАҒА ЛИН vo. 而 对 国定 的 и, d ^r 3E b, 28 UE BERE 
A. ЛЖ S 在 标准 基 中 的 表示 定 阵 取 相 同 绢 式 : 


S5, = 之 和 Du(S) bS = SID, 1S)5,,. (6.9) 

当然 ,也 可 选择 另 一 套 标准 基 | 
ь = (din! y, SRL 9, = “у, XR. bb бё. 

由 于 两 组 基 很 相似 , 下 面具 讨论 前 一 组 基 . 
Ж ”在 标准 基 中 可 用 下 面 列表 法 计算 置换 S 的 表示 和 握 阵 . 设 у, = 200,T,, ЖЖ 
T, 把 正则 杨 表 w, 变 成 杨 表 多 ,置换 S 把 正则 杨 表 9, 变 成 杨 表 9,(5). 用 如 
下 方法 定义 系数 АС, ЖИЕНЦЕЯҒ 《5) 同 一行 的 一 对 数 , E f HERE M = 
28-2, 则 At? —0, FAAR 弘 (S) 同 一 行 的 数 都 不 填 在 杨 表 2), R98. 
则 可 把 杨 表 y 的 填 数 作 若 十 次 维 向 对 换 , 使 它们 各 行 B HEC Ap I] & w CS) 
对 应 行 填 数 相同 ,根据 这 纵向 对 换 的 次 数 为 偶数 或 奇数 定义 АШУ 1 36 71. 在 
标准 基 中 置换 S МЕЖЕ р (S) 等 于 本 6.A 吕 ,可 用 列 表 法 进行 具体 计 
管 、 表 中 各 行 标 以 杨 表 代数 和 3)8, | 杨 表 fal, BIRAR US), ERTAK 
Жж, HE AS . 
ж 在 正 交 基 o, F, BEFAHM Р, = (aa +1 ) 的 表示 和 矩阵 万 (P. ?为 若干 个 一 
维和 二 维 子 矩阵 的 直 和 , 计算 方法 如 十 . 如 果 在 正则 杨 表 9, 中 填 a 的 格子 和 填 a 
+ 的 格子 在 同一 行 或 局 一 列 ,， 则 对 应 一 维 子 矩阵 ， D (P,)=18-1. 反之 , 如 
ЖШ a 的 格子 和 填 a +1 的 格子 既 不 在 辐 一 行 又 不 在 同一 列 , MEH a 和 a + 1 得 
另 一 正则 杨 表 , 记 作 v, . PREAH, 可 设防 小 于 ©, MEAR Y P, Жа 
格子 在 填 a +1 格子 的 右上 方 , WAH a тн TE m РК а 
+ 1 的 格子 , 则 DCP.) ЖШ, ШЕЛ ЖЯ D, (P.)= D, CP) = Мт, 
D, ОР) = D, CO s [ro m 17 
* ”从 标准 基 变 到 正 交 基 的 相似 变换 矩阵 X 是 上 三 角形 矩阵 : 

p(P )X = XD(P,), X, = 0, 当 uv. (6. 10) 
经 过 相 做 变换 柴 阵 X 的 组 合 后 ， 可 得 正 交 基 Ф,. 满足 
> b X, Sé, = Y> $*D, (S), 


Г 
Ф, = У(Х) „Ф, = > (x ub X 
г p 


Ф,. 


ll 


"BIER ЕЖЕ - 183. 


Sb, = > 6,D,(S), Ф,8- УР, (S)@.. (6.11) 
e e 


20. 分 别 在 标准 基 和 正 交 基 下 计算 S, HER RIEARI2.116B ЖЕНЕ sa ЖЕН Bü — 

ы S 群 有 二 个 不 等 价 不 可 约 表 示 , [3] 足 恒 等 表示 ，[1  ] 是 反对 称 表示 . ЖШ 

kx P. 和 p, 作为 群 S, 的 牛 成 元 , 它们 的 表示 矩阵 已 经 知道: 
DP) = p?(p,) = 1, ЮР) = D'(B,) = 一 上 


用 列表 法 计算 生成 元 在 表示 12,1] 中 的 表示 矩阵 . 对 杨 图 [2,11], 正则 杨 算 符 互相 
止 交 .把 正则 杨 表 Q 填 在 表 的 第 一 列 . 分 别 把 Р, 和 P, 作用 在 正则 杨 表 上 , 得 
到 杨 表 (S), 填 人 表 中 第 一 行 、 比 较 行 和 列 两 个 杨 表 , 决定 系数 А), CRE 
ЖЛ HE EF. 


7 Pp | s 
352.1] 21 | 23 ` 13 | 12 - 
| x 1 |; | 3 |! 


B i £e ИЕ ЖЕТИ ul 28J.& ЛОН EROS 
L 一 || | 0 1 
pp) 一 |, pU р, ) — | 
0 - 1j 11 
2 ,1 表示 的 自 直 乘 分 解 式 为 
r2,11x [2,1] = [3] ӘТІР B [2,1]. 
PERIE EREA X. 


! —1 -1 1] L 0 0 "| 
0 -上 0 1 0 10 0 
| IX = ХІ 1 
0 0 -1 l| 0 0 1 -l 


ho ou o 0 9 -i 


ан телен 


т----- — ----- —— 一 一 -一 -一 一 一 “一 一 一 一 


0 0 0 1) [i 0 0 0 
0 0 t ol 0 -1 09 
PS | 

01 00 |o 0 O 1| 
| | 

1000 оо t 0) 


由 于 Р, = Е, 商 插 阵 的 本 征 值 都 为 上 1. НИ ЕЕ АЛЫМЫ Ж 1 的 本 征 天 
量 分 别 为 


H N B “0 
0 I | 1 
Pi: | N В»: + | + 
0 l1 0| |I 
0; lz 1) ol 
ЖЕ E XI =(2 112). WBAEPERHES-1 的 本 征 矢 量 分 别 为 
0 Ñ | 1 0 
ІШ (o | d 
P,: А М P. TEL > 
- І Ц | i E 
7] lo —-p ! 0 


共同 本 征 矢 量 的 转 置 是 XIT=(01 一 10). X, fi X; 分 别 是 X 矩阵 的 第 一 列 和 第 
二 列 . 设 ХРЕН TARAA X. X, 由 相似 变换 的 第 一 式 知 ，Xs ЖЖ 
ЖИЕ ЖАНА 1 的 本 征 矢 量 , 转 置 后 得 X3 = (a b 5 251， 代 人 第 二 式 ， ЯЯ 
БЕДЕ =Ж], 得 XT= (2b b ba). 青 代入 第 一 式 ， 计算 矩阵 的 第 四 询 ,得 


a -а-25| 
а- b — 25 | 
a-b| | -2b | 
| а -а- 265) 


iaz- h. 取 -a=Bb=1 得 克 莱 布施 -七 登 矩 阵 X 为 
20-1 2! 


ле Жан 185. 
希望 读者 能 够 接受 这 种 计算 . 如 果 不 习惯 , 令 X 和 矩阵 为 
| 2 0 a, h 
| l a b, 
1 -1 а) 4&4 
2 0 а, ё, 


代入 相似 变换 关系 直接 计算 ,也 会 得 到 相同 的 结果 ， 只 是 稍 繁 一 些 . 值得 提醒 的 
E, НТК ЖЕ ЈЕ, X 的 列 短 阵 间 并 不 正 区 ， 

为 了 写 出 变换 前 后 基 的 组 合 关 系 ,， 即 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 , 我 们 把 变换 前 的 
HE a,r), TREPA CEIL]. | [1 p4al[2.1]. p}, ЖЕ pv ре 分别 
取 1 和 2, 得 


ІЗІ) 7211,12 + [3,22 * 12,1? * 212.2), 

i. PD = 11,25 -12,17, 
[2,1],1)= = [1,12 * 15,2? + |2,1) € 212.25, 
I[2.11,2» 2211.12 + 115,22 € 12,1? - 12,25. 


对 表示 i 3] 和 [1:1, 正 交 基 和 标准 基 相 辣 . 对 表示 [2,1], 生成 元 在 正 交 基 中 
m exp EE у 


__ _ 1 () ] opa Q3 1 [- 4/3 
Dp) -- | T p^" CP.) 一 РА | 
Ü —1, 43 1 
设 约 化 [2.1] 自 直 乘 表示 的 相似 变换 矩阵 为 Z, 可 选 Z AXELE, 有 
1 0 Ü 0| [1 0 0 0 
о -1 0 0 o -10 0 
Z-Z 
0 0 -1 0 0 0 1 0 
p 0 0 I) lo 0 0 -1 
x 12-23 -43 3! 2 0 0 01 
l ЕЕ ~ 1 3 43 1 0 -2 0 0 
4 ҒА - = 


由 于 Pi = Е, ЮЕ РЕН АЙЕ ИЖ +1. 变换 前 两 表示 短 阵 本 征 值 为 1 的 本 征 矢 
量 分 别 为 


| 09 EM 
Ü 9 0 ' — 1 
P: Н ' P. ; + |” 
Ü | 0 -1 ' 
Lo l 1, E 


共同 本 征 矢量 的 转 置 是 ZT = (1 00 1). 两 矩阵 本 征 值 为 -1 的 本 征 天 量 分 别 为 


(0 (Q^ 0 /З | 

11 0 | 1 | 
P, + * P: , ; 

Ü |] — 1 | 1 

0) 10) 0) |a 


Jc p] üE A5 И 1 (01 一 10). 11—06, Z, 和 Z; 仓 别 是 Z 矩阵 的 第 
一 列 各 第 二 列 , ЗЕ ЕРЕН ДӘ. 可 设 Z 短 阵 为 


Ë Ü a Ü 


|0 | Q I! 
7 =—- | 
v20 -1 0 1 


| Ü -а Ü 


代入 关于 Р, 表示 矩阵 的 约 化 式 , 由 第 一 行 第 四 烈 得 a = —1. 为 了 明显 写 出 克 莱 
布施 -区 登 系数 , 我 们 仍 把 变换 前 的 基 记 作 1 ,wv ， 变换 后 的 基 记 和 作 1[31》 ,1 D 
和 1[2.11， о). Je p, v RI o 分 别 取 1 和 2,， 得 


I[3] 2 12111,1) + 12.21. 

12 D-V1211,2? 7-12, Di, 
2,11, D 8/12: = 11,0 € 12.2)1, 
[2,115,222 / 1211522 * 12,171. 


21. 65 群 群 空间 , 计算 不 可 约 表示 [3,1|] 的 标准 基 ， 用 列表 法 计算 在 此 标准 基 


中 相 邻 客体 对 换 РОН ок RE. 
м ”对 应 S, 群 杨 图 [3,1] 有 一 个 正则 杨 表 


- 112 3 | 
55 Асау SEINEN № уз = — i6 wi 4 ) 


相应 杨 算 符 9, НЕ. 二 个 正则 杨 表 间 的 置换 变换 分 别 为 
R. = R, = (34), Rp, = Ry = (23), В = Ry = (243). 
内 此 , REGE HIMÁEINCE 1/8 后 , 得 标准 基 
ba — 9, bb = (243)%, 
ba = (34%, бф» = h, bg = (23), 
ba = 0340394. by = (23)%, бы = % 
其 中 每 -- 列 属 同 一 个 左 理想 , 每 - (rl e] -个 石 理想 . ТЕМ 
(зау = (34), (243)% = (24), = (24), 
(34)94 = %(34), (234) = (42)% = (4 2), 
(23)9 = (23), (23) = 3423). 


ТЕЎЕЙЕЖ ЕШ ЖАНЕ Р, 的 表示 矩阵 可 用 列表 法 计算 : 


EE CANNE ЛЕ Ie 
124 А 
03 


213 214 234 132. 134 24 127 143 


x 4 3 1 Ja 2 2 
123 | x 
x 2 "EM = T 0 


即 在 标准 基 中 , 相 邻 客体 对 换 P. 在 表 水 .3,1 1 中 的 表示 矩阵 为 


4 0 t по 0 
peo = |o i Jl ou) = |о 0 1l. 
00-1 ото 


“168. 


0.0 1. 


22. 在 正 交 基 中 , 计算 S, 群 相 邻 客体 对 换 Р, 在 不 可 约 表示 [3,1 1 中 的 实 正 交 表 
REER, 计算 此 表示 第 阵 与 上 题 标准 基 中 的 矩阵 形式 间 的 相似 变换 生 
Е, НИН ЕЖ o. ,要求 它们 在 左 乘 和 右 乘 群 元 素 时 都 按 实 正 交 表 


解 Moe 在 正 交 基 叶 ',S, 群 相 邻 客 体 对 换 Р, 在 不 可 约 表示 [3,1] 中 的 表示 
矩阵 为 
1 0 0) 1 0 0 ^ 
D(P)2)01 0,, D(P,)= |0 -12 43[2 |, 
o 0 -1 0 43/2 1/2 
(- 13 48/3 0 
ЮР) = ЕБ 13 0: 
. 0 0 1: 


设 相 亿 变 换 X {Б {ЕЛЕН НЛ ГІР, ) 变 成 止 交 基 中 的 表示 D( P. ), ИЦ] X £ 
іс. 为 书写 方便 , 添 系数 /8: 


D(P,)X = XDP,» Х = |0 a, 5, 
, 0 b 
它 的 三 个 列 矩阵 分 别 记 作 X. 计算 中 略 去 全 是 零 的 行 ， 由 


(0 [/& | r | *#| 
1 48 | j* ~ 
X =——x LS. — = + = * 
касына А s o] > laal 
"dal. a, = 5. 由 
Ы 1! bi | 
{3 | 1 /3 
D(P,)X,; = -- Xa Ку Xs, Üi = 2 3 + b. 
шь 


BOSE ”置换 群 - 189 


算得 b = 5,743, b,-22/3. Eua diio Esp X R HB 5 


v8 1 3 | г] U3 - 1/335 


А = 0 3 42 1 3 X = м 1/8 0 /8/3 - 42/3 . 


(0 0 243 000 зз. 
ТЕШ (6.11), 先 作 X ЖЕЕ ИН, 得 到 三 个 左 理想 的 基 $,,. 然后 再 作 X 的 
HA, 得 到 九 个 正 交 基 b 03,1 D. 通常 为 广 使 用 方 使 , 分 别 选 归 一 化 因子 
БЖ 2/3. 
n = V VI25, 
= ІЛЕ + (12) + (3) + (23) + (123) + (321) – (14) 
- (214) – (314) – (23)(14) – (2314) – (32141, 
é, = м 1/96| b, +35} = v 1M961E + 3(3 4i bg 
- J I6 E + (12) - 20030 + (23) + (123) - 2(32 D) 
_ (14) - (214) +2(314) - (23)(1 4) - (231 4) 
к2(3214)%3(34)  3(34)(12) + 34 32) + 3(4 312) 
—3(34 D — 333421) - 303241) - 551042), 
$a = V 121b, + ba 2541] = V 32E + (34) + 2(4 221b 
—Á13231E - 02) (32 - (123) - (14) + (21 4) 
_ (233014) + (2314) r (34) - (34002) + (á 3 2) 
—(4312) (3841) + (3421) - (324 D r (3 1)(42) 
-2(42) + 2(423) - 2(24 1) -2(2 34 DI, 

é, = vb = / M12(3 465 
Áil2iG4)-(G(012-(34D* (342) + (34 12) 
%(3421)-(431)-(4321)-1(41)-14231) 

- (4 (32) - (42 Df, 
фы = , 19615, + 3251 = ,/1106143 4) + 3E tba 


- /1961G4) + 84:12 – 20341) + (342) + (8412) 


e 


249% BEN | Иә 


-= 一 -一 一 一 一 


-2(3421) - (431) – (4321) +2(4 1) - (423 0) 
- (4106832) +20421) r BE c 3(122  3(240 + 3(1 2 4) 
- 2(13)-3(213)- 302 4)(1 3) – 362413) | 

ġo = 1/3216, кф» + 26| = V 1/3210 4) + E +223) b» 


= IBBA - (3 4)(1 2) + (342) – (3412) – (431) 
+ (4321) — (4231) + (4 D(32) + Е – (122 + (2 4) 
– (124) – (13) + (2132 – (2 4)(13) + (24 1 3) 
+2023) + 20324) - 2(23 1) – 202431): 
$a = I5, 120 406; 
= /1H31(2 4)  (240(13) + (241) + (243) + (241 3) 
-(2431)—(421)- (4231) - (41) - (4321) 
- (4 1)(2 3) - (431). 
$a = V 1/9616, + 3651 = v 1196102 4) + 3(2 3) ba 
— / 19614) – 2(2 4) (13) + (241) + (2 43) – 202413) 
(2431) - (42 0) 3 204231) – (41) - (32 1) 
£2(4 1123) - (431) + 323) + 323 1) + 3(23 4) 
£3(23410) - 30321) - 3031) -3(3421) - 334 DD, 
$= iB буу + ba 1 2651 = v 1321 (24) + (23) + 2Е s 


— 821024) – (241) + (243) - 2431) - (421) 
(д1) = (4321) + (431) + 232 - (231) t (234) 
_ (2341) – (321) + (31) ~ (3421) + (341) 
+ AF +2034) - 2012) - 203 4)(12)1, 

$,03,1]) = v 16136, - $a Ф| 

РО \Зь - (3 4) 5 — (2 4)bss| 

— /1F243E +3(1 2) 30 3) + 302 3) £30 23) + 30321) 
(0р4) = (214) - (314) - (2 3)(1 4) —(2314)- (3214) 


第 六 章 ЕЖЕ ` 191. 


– (34) – {3 4) (12) ~ (341) - (342) ~ (3412) - (3421) 
— (24) – {24)(13) - (241) - (243) – (24193) – (2431), 
Ф,.([3,1]) = V 1/613)5 — 95 - $41 
(1/245 13LE + 3(3 4015 — L(G 4) + 3E bn — (24) + 3/2 3) 1б] 
(14601—(143—(214) ~ (23)(1 4) – (2314) – (341) 
_ (3421) (3241) - (8 D(42) - (24) - (3412) 
—(124) – (234) - 2(31 4) - 2(32 1 4) + 2(3 4) 
-2(3 4(12) + 2(4 32) -2(4 31 2)1, 
43,1) = V 1/6139, - $> — $51 
— /1H9213LE - (34) + 2(42)]ba — [ (3 4) + E + 22 3215s 
—L(2 4) + (2 30 + 2E ]bi 
= М1П21- (14) + (2 14) - (23)(14) + (2314) – (341) 
£(3421) ~ (324 D + (8 D(42) + (42 + (423) 
—(241)- (234011, 
Ф,,([3,1])) = V 1312565 — $51 = (06) 1243 4) 一 (249651 
= 6116) 12034) + 2(3 4)(1 2) + 2(3 4 1) + 2(3 4 2) 
£2(3412) +203421) - (431) – (4321) - (41) 
(4231) – (41)(3 2) - (421) – (24) - (24001 3) 
(241) – (243) – (2413) - (2431), 


Ф,,(13,1р) = V 13126; — $31 
- 8812143 4) +3E lbn - 1024) 302371541 
= /AB8812( 4) + 203 4) (12) – (341) - (342) 
-(3412) – (3421) – (431) - (432 D + 5(4 1) 
—4(4231) - 4(4 D(32) + 5(42 D + 6E + 6(1 2) 
+ 5(24) + 50124) - 3343) - 3213) - 42 4I 3) 
-4(2413)- (243) - 2431) - 3023) - 323 D, 


Ф,(13,1)- v 131295 v Pal 


' — —— — 


= /M9612[(3 4) + E + 2(2 3)]54 
- [(2 4) + (23) +2E]5b; | 
= .1961(342)-(3412) + (24) – (124) + (421) 
– (41) + (3421) - (34 D – 204231) + 2(4 D(3 2) 
-2(24)(132 + 2(2413) - 34431) - 3(13) + 321 3) 
1 334321) 3231) - 32431) + 3(23) - 3(32 4), 
$4([3,1]) 2 $4 = v 1/1202 54 
= /1131(24) + {2 4)(1 3) + (241) + (243) + (241 3) 
-£(2431)—(421) (4230 ~ (41) - (4321) 
- (4 1)(23) ~ (A3 DI, 
Ф, ([3,1])= $4 = 1/9610 4) + 332 3015; 
= /1961(24) + (241) + (243) + (2431) – (421) 
—(41) - (4321) - 202 4)(13) ~ 202413) + 2(42 3 1) 
£2(41)(23) - (431) + 33232 + 3(2 31) + 3423 4) 
1302341) -3(32 D - 3(3 1) - 3842) - 3(34 1), 
Ф,(13.10-%» = v 1321(2 4) + (2 3) + 2Е15; 
-/133104)-(2403(423 - (2431) - (421) 
£(40-(4321 + (431) + (23) – (231) + (234) 
_ (2341) - (321) + (31) ~ (3421) + (341) 
+ 2F + 2(34) - 20 2) - 2(3 000 2). 


23. 在 S 群 的 群 空 间 ， 计算 不 可 约 表 示 ;2,1,1] 的 标准 基 和 开交 基 ， 计算 在 此 两 
组 基 中 相 邻 客体 对 换 Р„ ВЛАЕ. 
解 ” 对 应 S, 群 杨 图 [2,1,1] 有 三 个 正则 杨 表 


| 4: 
Жа = | 3 КЕРМЕ 杨 表 gr3=|2 ， > 
di 


相应 杨 算 符 必 互相 正 交 . 三 个 正则 杨 表 间 的 置换 变换 分 别 为 Ra = (2 3), Ru = 


第 六 章 ”置换 群 


(234) 和 R4, = (3 42, 白 此 得 标准 基 
8-0, Ь,-1(23)%, ba = (234)% = — (42), 
Б. -- (2 3) " Бе» - А 1 b. 一 = (3 4)-X -3 7 


lI 


бы (2 d 22% 一 一 (2 4), bas — (3 49%, ba 一 zd, 


在 标准 基 中 相 邻 客体 对 换 Р, inda оН ТН: 


即 在 标准 基 中 , 相 邻 客体 对 换 Р, 在 表示 [3,1] 中 的 表 水 矩阵 为 


1 —! 1 0 1 0 
DIP) = 0 -1 0., D(P,)= |! 0 Ji 
0 0 -1 оо -1 
-1 0 i 
ЮР.) = 20 91). 


根据 公式 , EEH, P, 在 不 可 约 表 示 [3,1] 中 的 表示 矩阵 为 
г 0 01 |^ 1/2 43/2 0 | 
Dip)= 0 -1 0 | DCP) = 3a 12 0 
0 0 -hL | 0 00-і: 


[一 工 0 9 


D(P,.)-|0 -1/3 8|. 


0 48/3 1/3 
H D(P,)X — XDCP, RAER Х 及 其 道 和 矩阵 为 
| Маз —-/ 116] 0 -u2 12 
х= 10 y3 vA lh’ X'- n v32 — 112 |. 
0 0 3⁄2 0 0 v 213 


按照 (6.11) 式 , 用 此 相似 变换 矩阵 组 合 , 再 补 上 妇 一 化 因子 v118, 就 可 得 到 正 交 
UT 


Ф,,([2,1,1]) = V 1732126, — bn + bu 
= /ÁM32 25, — (23)54 — (4235441 
= /1B31- (13) - (4) + (134) + (431) - (21 3) - (214) 
+ (2134) + (2143) — (23) + (324) - 43 D) 
+ (3124) – (42) + (423) – (241) + (4123) 
+ 2E ~ 2(3 4) +2(1 2) – 2(12)(34)1, 
D. ([2,1,1]) = 1796 125, + 455 — ba - 2b» + ba + 262 
= /1/9612LE + 202 3)}]bu - [02 3) + 2E о 
+ [- (42) +2034) 15,1 
- /1961- (324) – (3214) + (3124) + (314) + (24) 
_ (124) – (14) + (421) -223)(14) +2(231 4) 
-2(3241) + 203 1)(24) -30 3) +3(134) + 321 3) 
-3(2134) + 323) - 32300 - 33234) € (234 Df, 
Ф, (2,1,1D = V 1/21- 264 + 264 + бра + bu = bz 
— 354 — bi + ba + 3bal 
2/122 E + (23) – 3(2 4) 16. -L- (23) + E + 303 4) 152; 
+ [(4 2) + (34) + 3E]6 Í 
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一 — 


= /11210 4) = (431) - (214) + (2143) ~ (2391 4) 
+(2314)— (24) r (24)(1 3) + (24 1) 
r(243 – (2413) – (2431), 

$,.(2,1,1)) = У 1196132, -bil 

= 4/1/9613(2 3)5,, + (4 2) 641 

= /1/961(42) - (421) - (423) + (4213) + (24 1) 
—(41)—(4123) + (413) - 22 3)(1 4) + 203241) 
—2(2314) -2(3 D(2 4) + 3231) - 331) – 3(3 124) 
£3(3 14) + 2023) – 30321) - 3GBG24) + 3(321 4) 

Ф([2,1,1])= V 1/2881356, + 653 ~ bu ~ 26231 


= /1P8813[(2 3) + 2Е]Р» - [- (42) + 253 4) Jbz! 


| 


JÁM288I- (324) + (3214) - (423) + (4213) + (412 3) 
—(41324 (3124) - (314) - 2(34) + 2(3 0012 
43033 - 332 D- 323 D + 3( 10) - 4(23)(1 4) 
+4(3241) +402314) ~ 4(31002 4) - 5414) - 5(2 4) 
%5(124):5(421)-6Е-6(1271. 
Ф,,([2,1,11) = (1{6)}— 355 + 355 + 96s + by — 523 - 3bgi 

= (1{6)13[— (23) + E 4 5524015, - [(4 2) + (3 4) + 3Е 12.1 
0/910 3042 + (32 4) - (3241) - (3214) - (2314) 
_ (3124) + (3 (2 4) – (314) – (14) — (24) 
£024 + (421) + 2034) – 2034)(12) - 284) 
-2(342) + 2(3412) + 2(3421)1, 
SIb = ~ V 1/12(4 2)65 
I (42) + (42 0 + (4 2013) + (A42 9 - (423 1). 
- (4213) - (241) -(41) + (2413) + (4123) 
- (41)(23) - (4 1 3): 
o, ([2,1,1])= (1615; + 25251 = (0621 (42) 2034915; 


! | 


$40 2.1.1) 


i 
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= (16) — (42) + (421) + (42(13) + (4232 - (423 1) 
– (4213) + (241) – (41) – (2413) – (4123) 
(41) 023) 4 (413) + 2034) 203 4) (12) -2(431) 
—2(432) -2(4312) + 2(432 D, 

ba42,1,1] 2 V 1721 bp + 6; + 3581 

= ITA 2) + (34) + ЗЕЙ, 

= /1721(42) - (o2 D - (42(13) - (423) + (4231) 
-(4213)- (241) + (4 1) + (2 413) + (412 3) 

- (4123) – (413) + (34) - (330002) - 6431) 
—(432) + (4312) + (4321) 
+3E – 3(12) – 3(13) 30232 + 33023) +30321). 


24. (ES, 群 的 群 空间 , EUR RT [2,2  ЕКИЕЕНИЕ 2226, 计算 在 此 两 组 
基 中 相 邻 客体 对 换 P. МӘКЕ. 
解 ” 对 应 5, 群 杨 图 [2,2] 有 两 个 正则 杨 直 


ы 2 _ 113 

div = avn- 一 
EE, жо НАНЕЛЕ. 联系 两 个 正则 人 已 表 的 置换 变换 为 Каз Ка (2 3). 
因此 , 上 略 去 归 一 化 因子 1/128, 得 标准 基 

ba = ET bi = (2 IA = a (2 3j , 

b, = (23) 94 = (23), р = %, 


在 标准 基 中 相 邹 客体 对 换 PP 的 表示 和 矩阵 可 用 列表 法 计算 : 
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即 在 标准 基 中 , НИЖНЕЕ P 在 表示 [2,2] 中 的 表示 矩阵 为 


| 1 0 
ПІРІ) = DP) = . | D(P,) = | 
] 


] 0j | 
根据 公式 , ЕЕЗ, Р, 在 不 可 约 表 示 [2,2] 中 的 表示 第 阵 为 


(1 0! . 11-1 73) 
D(P,) = D(PA) = | E DU = y . 
5-1 3 1; 
H ГЕРОХ-ХІІРУЕЯННШЯНАВ ЕЕ X КОН РЕ) 
1 ЕТЕ 14 -1/2 
Х = | ， X = | . 
lo 2/3) 0 43/2 


按照 16.11) 式 ， 补 上 归 一 化 因子 1/12, МЕ Ж; 
5402,21) = v 148126. — bul = V 1481254 — (2 39651 
= (MAD Ó2E + 2(1 2) + 2(3 4) + 2(12)(3 4) + 2(1 3)(2 4) 
-2(1324) +203142) 2 232)(1 42 - (13) — (21 3) 
~ (431) - (2143) – (24) - (124) - (342) 
- (1234) – (23) – (231) – (324) - (3124) 
- (2134) – (341) - (2142 - (14), 


Ф.,{12,2])= v 11144 12651, + 4b3 — бу -25ші 


= /H4412[E + 2(2 316,4 – [02 3) +2Е1]6,. 
(1/4) (13) + (213) + (431) – (214 3 – (24) 
+ (124) + (342) - (1234) r (23) + (2134) – (231) 


_ (214) – (324) – (341) + (3124) +(14)1, 
Ф,,([2,2])= G/4)b = (14) (2 396; 
- 0/0103) + (231) 3 (324) + (3124) - (32 1) 
_ (31) = (3214) – (314) - (234) - (2341) - (24) 
(241) + (2134) + (341) (214) + (104), 


' 198. 


Lu 一 
— - _— 


群 论 习题 精 解 
$,(:2,2])) = v 1/48] b + 2651 = v 1/481 (2 3) + 2E 15, 


= ~ 1/482 3)- (231) - (324) + (3124) ~ (321) + (31) 
+(3214)- (314) - (234) (23412) + (2432 - (24 1) 
+ (2134) ~ (341) – (214) + (1 4) + 2E - 2(1 3)(2 4) 
—2(12)-2(3142) -2(34) - 2132 4) + 2(1 2(3 4) 

+ 2023) 44. 


25. i BA IE Pi Bos ЕКЕ (ШЕН БЕ КӘНЕ К ЖО АГЫ Ж. 
解 ” 甲 烷 分 子 共 有 正四 面体 对 称 性 , ВЕЛЕ ЕТЕ VU EL PR BS rp, Ч ИЛР 
处 于 正四 面体 的 四 个 顶点 , 在 图 中 分 别 记 作 ОЖА,, 1< 4. ОА, 的 
伸展 振动 用 四 个 振动 量子 数 描写 , RAWE aaraa). 由 于 对 称 性 , 四 个 振动 
键 的 振动 频率 w 是 相间 的 , 此 状态 的 能 量 为 EE= 25- (a, +2) ho. 
正四 面体 的 对 称 群 是 Te BE, Ë S Ë 
换 群 S EH. 群 元 素 之 韶 的 对 应 关系 可 
用 下 面 方法 建立 起 来 . 设 T. йл R 把 
正四 面体 的 四 个 项 点 A, 分 别 变 到 AA, 的 位 
置 ， 则 可 以 把 R 与 下 面 置换 对 此 起 来 : 
(141 2 3 4. 
ке x 
гү ғұ Ку ri) 
特别 是 从 图 6. 1 中 可 以 看 出 , 与 相 邻 客体 
对 换 P. 相对 应 的 T, HC P. Sle, 
+ e 2 方向 转动 т f83ETE SS [Bl J Я Bu AE 
TR XI. РІ, ӛсе u e)N235 ln] 50 x Ж 
并 作 空 间 反 演 的 恋 换 对 应 P,, е - 
。)K 方 向 转动 x 角 并 作 空间 反 演 的 变换 对 应 Pu. 由 于 两 群 同 构 ， 可 以 不必 区 分 
T, 群 和 置换 群 的 元 素 ， 
# 21-24 Бер, ИТЕ ER REM Г 5; кін ОТК ZERO IT TEE 
基 b. (LA. 再 补 上 两 个 一 维 表示 的 基 
G4D)= E +(12)+ (1 3) + (14) + (23) + (2 4) + (3 4) 


图 6,1 具有 正四 面体 对 称 性 
分 子 的 图 形 表 示 ` 


BAA HRP . 199 : 


— -- кыз ———^»^—^—^——————— . uu a 


+(12)(34) + (13)(24) + (14)(23) + (123) + (1 32) + (12 4) 
-(142) + (13494 (1432 + (234) – (243) 1 (12 34) 
(1243) – (1342) + (0324) + (1423) + (0432), 
&([1'])= E (02) - (13) - (14) – (23) – (24) – (3 4) 
+ (12) 4) + (1 32 4) + (14)(232 + (123) + (132) + (1 2 4) 
(142) + (134) + (143) + (234) + (243) — (1234) 
(1243) - (1342) – (1324) - (1423) – (1432). 
把 这 些 算 符 作用 在 振动 状态 | ae aaa E, 就 得 到 共有 正四 面体 对 称 性 分 子 伸 
展 振动 波 函 数 的 对 称 基 : 
RE, Dl aaraa) = D Dy GO, (AD laiazasas). 


至 于 置换 群 元 素 R 对 振动 状态 |a142a324) 的 作用 吕 用 下 式 计算 . 设置 换 R 为 


则 


M 
R | 1050304) — | а, а, q. Sd. 


REA R 对 状态 的 作用 ， 只 是 改变 振动 量子 数 а, BOHEPRUXTT, 并 不 改变 它们 
的 取 值 .在 实际 计算 中 ,如 果 四 个 振动 量子 数 а, 互 不 相同 ， 则 存在 24 个 独立 状 
ж. 它们 所 张 的 空间 与 S, 群 的 群 空间 相同 , 我 们 得 到 24 个 分 属 各 二 等 价 不 可 约 
表示 的 对 称 基 . 如 果 四 个 振动 量子 数 a, 中 有 若干 个 取 值 相同 , 则 线性 独立 的 状态 
数 减少 , 在 24 个 对 称 基 中 会 出 现 线性 相关 的 态 ， 或 等 于 零 的 态 . 


26. 用 列表 法 计算 S 群生 成 元 (1 2) 和 (1 234 5) 在 不 可 约 表 示 [2,2,1|] 中 的 表 

КЕ. Б | 
ш ЯШ IS 题 结 果 , ИЛЕМ FE ИГЕ - (2 DJA Z, 265. 现在 
用 列表 法 计算 元 素 (1 2) 8012 3 4 5 在 此 表示 中 的 表示 征 阵 . 


200 - | 群 论 习 题 精 解 


B Ш 21 21 23 | 23 24 | 
TRU 2) 34 35 1 4 15 И 


12 15 
34 —34 i-0 0-0 1-0. 0-0 0+ 1 
5 2 


| 
| 
12 | 
| 


35 9 | 1 
4 
13 

24 i} 
3 


13 
25 
4 


14 
25 


ALME ERR 220. 


——— — mIaMV —-Q.Q-QOXM,- u. — 


(0-1 0 г | 1 -1 -1 O O 
01 0 -1 1: 1 0 -1 O O| 
|o o -1 0 o E -1 -1 1 O 
00 0 -1 O 1 0 0 01 
00 0 0 -1 la 0 1 00 


六 、 计 算 置 换 群 不 可 约 表示 特征 标的 图 解 方法 


k ” 暂 换 群 的 不 可 约 表示 用 断 图 [4 ] 描 写 , 而 类 用 配 分 数 (17) 描 写 , 计算 类 (7 在 
表示 和 ] 中 的 特征 标的 图 解 方法 如 下 . 把 描写 类 的 非 零 配 分 数 1, etr S: 1k Pr E 
列 , ERRE. 把 较 小 的 上 排 在 前 面 会 年 于 计算 . 排 定 后 , 用 T 1, L 个 2 
等 ,顺序 按 满 足下 面条 件 的 所 谓 止 则 填充 法 填 入 杨 图 LX: 

D 每 个 数字 填 完 后 , 已 填 格 子 必 须 构 成 正则 杨 图 , 即 上 上面 和 左面 对 齐 ， EN 
АЕА Я, 左面 列 的 格 数 不 小 于 右面 列 的 格 数 . 

D 填充 同一 数字 的 格子 必须 相连 ， НЕР КЕНЕН КЕЗЕ, інін) 
ERALA, ЖЫ ХЫ ЙІН A ST. xx sod T- Bir i 4T 
数 决 定 该 数字 的 填充 宇 称 , 行 数 为 奇数 时 填充 宇 称 为 1， 行 数 为 偶数 时 填充 宇 称 
为 -1. 

如 果 能 按 正则 填充 法 把 全 部 数字 都 填 入 杨 图 ， 称 为 一 次 止 则 填充 . 在 一 次 正则 十 
seh. 每 个 数字 的 填充 字 称 的 乘积 称 为 该 次 正则 填充 的 填充 宝 称 ， 最 后 把 各 次 下 
则 填充 的 填充 生 称 相 扣 ， 即 得 类 (7) 在 表示 .41 中 的 特征 标 x7 OD. 如 果 不 能 
按 正则 填充 法 把 全 部 数字 都 填 人 杨 图 ， 则 y^ 1i = 0. Fi 元 单独 构成 类 (1 
它 的 正则 填充 就 是 把 m 个 自然 数 按 正则 杨 表 规则 填 入 杨 图 ， 因此 特征 标 正 是 正则 
BEDAH, MARKER. AACHE А АИ ДАС, 而 不 用 图 解 方 
法 计算 ， 

ж 五 为 转 置 的 杨 图 互 称 为 关连 杨 图 ， 它们 的 正则 填充 结果 分 别 互 为 转 属 . 但 数 
宇 填充 的 列 数 变 成 了 行 数 . 因为 把 7 个 数控 正则 填充 的 规则 填 入 杨 图 时 , 数字 所 
占 的 行 数 和 列 数 之 和 和 等 于 (i +1), 所 以 该 数字 在 两 个 关连 杨 图 的 正则 填充 中 E 
充 宇 称 之 乘积 等 于 ( -1 ”， 因此 侦 置 换 的 类 在 两 个 关连 杨 图 的 表示 中 的 特征 标 
Ж], mie EAS ЗЕКИ ӘК S. 25-14%. ын зел. BEES: E 
是 反对 称 表示 11” 1, 在 两 个 互 为 关连 杨 图 的 表示 中 ， МЕЛЕР ТЖ 
ЖА ЕГІ ІШЕ. 


27. 


" 202. 


о. о POSER 
分 别 计算 S, 群 相 邻 客体 对 换 Р, 在 下 面 两 个 等 价 的 不 可 约 表示 中 的 实 正 交 
ЖЕР. 并 计算 它们 间 的 相似 变换 矩阵 X: 

[2] = [151 x (3,31. 
对 应 杨 图 -2 AALS 3 188 LE UU ЯГУ 


12 12 13 13 14 123 124 125 134 135 
34 35 24 25 25 456 356 346 256 246 
56 46 56 46 36 


НІНЕН НЕ НАР. 按照 公式 ， 相 邻 客 体 对 搞 P. 在 表示 
[22] ls [15] x [3,3] 中 的 表示 矩阵 分 别 为 


as l x [3,3] 
-1 0 0 0 | 
0 -1 0 00 


Ф127 ] 
1 0 0 0 0) 


00-10 041, 0 0 -10 0| 
00 0 -1 0 |? 00-0 o] 
ооо 9 -i o 0 0 01. 

[-1 0 43 0 0 -2 0 0 0 0| 
lo -1 0 43 o | O 1 0 -У/3 0 
T J.A 0 1 0 01 Lle 0 1 0 一 ui 
0 /à 0 1 0 { -/3 0 -1 ñ 
lo o o o -2) 0 0 -3 0 -1 
зо 0 O i (i1 -/8 0 0 0 
0 -3 0 0 0 -/8 -i 0 0 O 
1| o -3 0 ol ilo o -3 0 0. 

0 0 0 -1 48 


елж жан 


| 203 
-4 43 0 0 g? -2 0 0 0 0 
‘3 1 0 0 0 Ü i -43 0 0 
Fa 516 0-1,3 01 > 0 -У3 -1 0 Ü 
0 0 v3 1 ] о 0 0 1 -v3 
0 0 0 0 -2 (0 0 0 -v3 -1 
по 9 000: -1 0 00 0 
0-10 0 0 0 -10 0 0 
P. 0 0 | 0 |, о 0 1 0 0. 
0 0 0 -1 0! рб 0 0-1 0 
0 0 0 0 -U | 0 0 0 O 1 
мәнерін, РИНЕ ВАН ЖІ, 先 把 所 有 非 对 角 元 改写 , HORT 


RU кун 因为 表示 [2 ES) HEX fioc БЕ 12, 13, 24, 
34 和 45 行列 出 现 , 所 以 改变 第 . -和 第 四 行 和 列 的 符号 就 可 使 它们 全 改 号 , 由 此 
可 见 ， 相 似 亦 换 和 矩阵 可 表 为 两 矩阵 的 乘积 ，X = YZ，Y 是 对 角 和 矩阵 , 第 一 和 第 四 
对 第 元 为 ” 1， 其 余 对 角 元 为 1, Z вн Бос Э, MAL BU 

(Q0 0 00 -lj 


° 0 01 O0 

x [2]X = 11°] x 13.3, Х=\0 0 10 0 
0-1 0 O Ш 
, 0 00 0 


这 方法 对 所 有 互 为 关连 杨 图 的 表示 神志 用 ， 


38. 用 图 解 方法 计算 置换 群 S 表示 [2,2,1 |] 的 特征 标 . 
解 列表 计算 名 类 在 表示 2， 2. шлш 


u ЕРІ NI a» [а nt ПЕ у (р, 2| (2, 3), (1,4) 
EN Us d 2 


13 1 


| IE Bj Ft, x НЕ | 24 | 2 | = 


u x 2 | 
s mE al ШЕ EM 
pao [з | -| wi mus 


29. 用 图 解 方 法 计算 S, 群 各 类 在 下 列 不 可 约 表示 中 的 特征 标 : 

(1) 表示 [3,2,1]， (2) 49813,3], (3) ÆR? |. 
E Жыр, 用 图 解 方法 计算 S. 群 在 若干 表示 中 的 特征 标 , 表 中 列 出 了 允许 的 正 
ШІН, 空 铅 代表 无 正则 填充 . лт" ТЕЩА К. 杨 图 [2  ] 是 杨 图 [3.3] 
的 关连 杨 图 , 它们 的 正则 填充 呆 由 在 表示 [3,314 的 正则 填充 轻 置 得 到 , 不 下列 出 ， 
注意 表示 .3,2, 1 1] 的 杨 图 是 自 关连 杨 图 ， 奇 置换 的 类 在 此 表示 中 的 特征 标 为 等. 


& 群 不 可 约 表示 特征 标 
| 类 03:240]. 13,9] [25] | 正则 填充 | 
(1°) 16 5 5 路 | 
(23 124 134 125 135 
3 [! I — 

(2,1) 0 i 455 355 255 345 245 

i24 133 134 

334 244 234 


223 33 123 
122 138 122 
MENT Ü | -1 33 2 3 333 
| [3 2 NENNEN 
x 111 122 111 112 
(22) 2 2 2 22 1 2 222 122 
L 2 i m m 
(4,12) 0 133 | 


a0. 用 图 解法 计算 S, HESS, ELS. 0.5 ЖІ S 群 的 特征 标 表 . 

解 六 里 不 再 列 出 正则 填充 的 其 体形 式 ， 只 列 出 计算 结果 . 反对 称 表示 .1" 的 特 
ЖЕБЕ ЕЗ AO RBS. ЖЫР n(!) 表 各 类 ( 1) 中 所 包含 元 素数 目 . 为 节省 箱 
帆 ， 互 为 关连 杨 图 的 表示 只 列 出 一 个 


же НАН 205. 


S, ҰАТ R RHES 


- - 
s, 群 不 可 约 囊 示 特征 标 

类 nli) [1°] [3,1] [3,2] 1 

(1*) 1 1 3 2 | 


S ВЕЛ АГ Ет: РАР 


类 a) im] за] [321 13,6) | 
(13) | | 4 5 6 ` 
a | 2 Cr O 
15 1 


= үш 
k= 

| 
ы 


-1 00d 
-1 0 -1 


(5) 24 | = 0 1 | 
S, ËA a| ESTEE ER 
Ж 169 [1°] [5,1] [4,2] [4,1°; [3,3] [3,2.1. 
1 5 9 10 5 16 
-1 3 (3. 2 1 0 
1 E -2 1 0 
-1 -1 3 -2 -3 0 x 
l 2 0 1 -1 -2 
-1 Ü Ü -1 1 EU x 
(32) 40 1 _ 1 0 1 2 -2 - 
(4,17) 90 -1 1 -1 0 -1 
] 


Grm, 
ыл 
- 
Ë 
l- 
| 
= | 一 
I | 
іс. 
= | > |S 
1 
о р 
(ә |= 


406 ` | КІ. 


S: 群 不 可 约 表示 特征 标 


[61] [5,2] [SP] 4.3. [4,2.1. [4.8] ІЗІ. 


------------- 一 一 一 一 -一 一 一 -一 


14 [5 14 35 20 2] 
E RR NN 
(22.1) 2 -1 2 | EF 1 | 
EN EN 2 -3 0 — 1 0 EN 
ЕТТІ E (003 2 3 -I -1 2 3 


--- -------------- -- 


(3,2,17) 
‚ (3,27) 


( 
2 

| (3,1) | ж 1 Ü -1 0 2 -I 2 °| 
Ë ( 


十 .置换 群 不 可 约 表示 的 内 积 


CERES, 不 可 约 表 示 的 直 乘 称 为 置换 群 表示 的 内 秘 ， 它们 一 般 是 置换 群 S, 
的 可 约 表 示 ， 可 按 S, 群 全 可 约 表示 分 解 ， НЕЕ ЕНЕ А К. 与 
ARARE- H, SRE ERE А ELE ДА ЖҮ, 
没有 专门 的 图 解 方法 计算 的 公式 是 

АЈ] -Ба САЛЫМЫ) Lo], 


аар = „ух СК UOR. (6.0) 


ння T жел Eb E SUC 因此 ， 系 数 aG A) [r] Ce ]) 8 p= 7 


表示 是 对 称 的 . | ЭИ 
* кенмен РН JLA 9 I АТАА. ШУГА ТА 18A XXE 
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HE, 则 有 
[n] x [A] = [A], [17] x А = [X], ТАТ х [r] = [2] x [r], 
allà], [el Eo Do allil, lr], w] = alil tel [w] 
= a([Ad. ie]. D. | (6.13) 


BRA Н] 23m ELA Hg h Gr {Н делк ПА TEE ЖЕЛЕРИ UE, 两 不 可 约 表 不 
寺 乘 分 解 中 包含 反对 称 表示 的 充 要 条 件 是 两 表示 对 应 的 杨 图 互 为 关连 杨 图 , 击 且 
在 这 直 乘 分 解 中 恒 等 表示 或 反对 称 表示 只 出 现 一 次 . 


31. 利用 表示 的 特征 标 计 算 s, 8.5 PAS ES BAS 群 各 不 可 约 表示 直 飞 
分 解 的 克 莱 布 施 -区 登 级 数 ， 
解 ” 由 于 公式 (6.13), 我 们 只 需 计 算 独 立 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 , 由 它们 可 得 其 
他 的 克 菜 布施 -区 登 级 数 . 因 计 算 方法 很 清楚 , ЖШ ЯШЕ Ж. 
5, Ж: 


[2,1] x [2,1] = [3] È [°] ®© [2,1]. 


S, Bf: 
[3,1] х [3,1] = [4] 13,11] [27] Ф [2,1 1, 
[3,1] x 122] = [3.1] 6 2,171, 
[2] х [2] = (4] [2] Ф [1°]. 

S Ж: 


г4,1]х [4,11=[5]@ 14,11 © 13,21 © (3, 1], 
[4,1]х [3,2]=[4,1] @ 13,21 Ф [3,12 1 [2,1], 
(4.1]x 13,12 2214,11 [3,2] [3,1] D 127,1] © [2,1], 
[3,2]x [3,2]=[5]@ [4,1] © (3,21 Ф (3,1216 [2,1] 6 [2,1], 
[3,2] x {3,12]=[4,1] Ф [3,2] @ 2[3,1°1% 122,11 Ф [2,1], 
(3,11) [з,1°]{5]1® 14,17 © 213,2] © [3,19 202,1] D, T | 
cL. 

S, fif: 
(5.1]x [5,1]=[61® [5.1] Ф 14.2] Ð 4,141, 
rs. 1]x [4,21=:[5,11Ф [4,2] © 14,010 122100 [3,2,1], 


` 208. с, 


——  — n 
— — — ———H—  —WA—— Hm 
— 
— a — ————Ó—— 
—  — — 
— Mr qr. m 


[5,1]х [4,7 ]z[5,1] 514,21 @ [4,1 0. [3,2,1] ®© L3, 1? 5, 

[5,1] x [3 ]— [4,2] Ф [3,2,1], 

[5,1] x [3,2,11=[4,2]  [4, 10) (31 2[3,2,11 © |216 (3,171 
C [2,1], 

[4,2] x [4,2]=161Ф 15,11 Ф 214,210 [4, P)? 2[3.2.1] © [2] 
Ф [3,171], 

[4.21x [4,121=15,1] D [4,2] © 2[4, 7 DB [31 O 2[3.2.11 95 [3,17] 
С [22,12], 

[4,2] x [€ [5,11 & 14,010 [3] BD [3,2,1] B 122,171, 

4,21х [3,2,1] = [5,11  2(4.2] 214,716 1321 Ф 3І3,2,11 [27] 
Ф 213,110 2122,01 12,1* ], 

га 12] Га, 12116) Ф [5,1] Ф 214,2] Ф (14,1) D [37] 213,2,1) 
@ [2°] Ф 13,121@ [25,15] © (2,11, 

74.1 x [3274,2] Ф [4,12] @ [3,2,1] [2] Ф 3,11, 

F4. 11x £3,2,1]—[5,1] 214,2] 9214,2] © [351 D 4[3,2,1] Ф 12) 
Ф 203,101 202,1 Ф 12,171. 

11x [32 ]=[6]0 (4,21 [21 © [3.1], 

(3)x [3,2,1]2£ 5.1] B [4,2] Ф [4,12] © 2(3,2,1] Ф [3,0 D 2. 
a [2,1*], 

132,1] [3,2,1]==[61@ 215,11 © 3[4,2]  4[4,1] © 2[3] © 513,2,11 
Ф 2[2°]1@ 413,15] G3[2, YI D 2[2,1*] © 11°]. 
S, Ж: 

F'e.11x [6,117 [739 16,1) © 15,21 15,11, 

[6,1:x [5.2] [6,1] B 75,2] D [5. 8 [4,3] @ [4,2,1], | 

6,11х [5,12]= [6,1] Ф 15,2] Ф 15,1229 [4,2,1 514.11. 

re. 11x [4,3]= [5.22 © [4,3] Ð (42,11 © [3.1] 

А [42,0] 15.2) © [5.P 1 [4,3] © 2[4,2,1X [4,7] 13,1 
@ І3,2,121 Ф [3.2], 

e. 1) x [4,P]- [5.77] @ [4,2,1] © 14.219 [3,2, 7] O [5,1 1, 


TAG жын : 209 ， 


[6,1]x (3,119 [4,3]® [4,2,1] Ф [3.1] Ф 13,2, P] Ф [3,22], 

[5,21x 15,21- [7] ® [6,1] Ф 215,2] Ф 15,1] © 14,3] Ф 214,2,1] 
© [4,110 3,1] Ф 13,2], 

[5,2]x 75,12]= [6,1] @ [5.2] O 215,0] Ф [4.3] Ф 2(4,2,11 © [4, V] 
CQ 3,110 (3,2,1 ], 

(5,21х [4,3]= (6,11 [5.2] [5.1 ] © [4,3] © 2[4,2,1] CO [3 , 1] 
Ф) 3,2216 І3.2,177, 

[5.2]x `4,2,1]= [6,1] © 215,21 © 215,171 Ф 2[4,31 D 4[4,2, 1] 
Ф 214,151 © 22,1100 213,22] @ 3(3,2. 0] Ф {25,11 Ф B.r]. 

[5,2]х [4,13]= 15,2) @ [5,12] @ 2{4,2,11© 214,11 DB [3,1] © 15,27) 
@ 2[3,2,15°` Ф [3,1] Ф (27,171, 

г5,2]х [2,112 [5,2] O [5.2] Ф [4,3] © 2/4,2,1] © [4,7 1 60 2[3°,1: 
(D 73,22] Ф) 213,2,12] Ф [2,11 [25,17], 

[5.1] x [5,121= [7] Ф [6,1] Ф 215,21 [5.7 ] @ [4,3] Ф 2[4,2,1] 
Ф) [4,1*] Ф [3,22] Ф [3,2, P] Ф (3,171, 

[5,121х [4,3]= [5,2] Ф [5,12] Ф {4,31 Ф 2[4,2.1)€0 4,121 © [33,1] 
D [3,2] D [3,2,1°_, 

[5,12] x [4,2,1] 16.1] Ф 215,2] © 215,12) Ф 214.3] € 4[4.2.1] 
D 214,151 Ф 313,1; 2,22]  3[3.2, 0 ] (D [2,1] 
€ 3,1*] © [22,1], 

5,121х [4,1275 [6,1] Ф [5,2] Ф [5,1 D [4,31 63214,2,11 & (4,171 
Ф [32,1] Ф 13,22] Ф 2[3,2,1°] O [2,11 [3,1 ] 
Ф) [22,1°1 © (2,171, 

[s Jx [2 11= [5,2] © [4,3] © 3[4,2,1] © [4,121 Ф [32,1] 9203.2] 
Ф 213,2,121 Ф [2*,1] Ф [3,1°1, 

74,3]х (4,31- (7] © [6.1] Ф [5,2] Ф 15,1] Ф 14,3) © [4,2,1 
@ [4,12] @ [32,1] Ф [3.2] Ф [3.2, £D LZ 1. 

[4,35 х [4,2,1]= |6,1) 215,210 215,1) Ф (4,3) Ф 4[4,2. 1] 
с 214,127 Ф 213,11 Ф 213,21 С 313,2,1?] € [25,1] 
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®© E3, 1 ] Ф [27,17], 

[4,3] x [4,1715 (8,121 Ф [4,3] Ф 2[4,2,11Ф 214, 8 1 Ф [35,1] @ [3,27] 
C 2[3,2, 7] [2,1] CO [3.1 ], 

[4,3] x [3,1] = [6,110 [5,2] Ф (5, 0 [4,3] 9 2(4,2,11 © (4,17) 
@1[3,1)@ [3.2] 23,2, 1 [25,1] Ф 13,1160 [27,1], 

[4,2,1]х :4,2,1] 5 [71 © 216,17 © 45,2] © 4,5,1* ] Ф 4[4,3] 

D 964,2,1] Ф 5[4, 0] Ф S[2.,1] Ф 53,2200 8[3,2,171 © 3 2.1] 
CD 3[3,1*] 32, 0] @ 12,171, 

[4.2.1]x 4,0712 [6,11 215,2]  2(5, 0] © 214,31 Ф 5[4,2, 1] 
(214,21 Ф 312,1] 323,22] Ф 5[3,2, 171 6212,1) 
c2[3,1!] Ф 2[25,1°] Ф 2,171, 

[4,2.11x 132,11= (6,11 215,2] @ 3(5,1516 24,31 CD 5[4,2,11 
С з[4,1°] @© 3L2,1] Ф 3[3,2] Ф 5[3,2, P] 62127,1) 

C 2[3,1*] 9 222, 7] 612,171. 

4,151 [4,121= [7] [6,1] Ф 215,21 © [5,1] 6 214,3) Ф) 2[4,2,11 
C [4,1°] © 2[3*,1]62[3,2° 1 2[3,2, 7] € 212,1] [3,1°] 
@)2[22,1°1@ 12.010 i]. 

[4, P]x [3,1]= [5,2] ® [15,1°]@ [4,3] Ф 3[4,2,1) Ф 214,11 © 213°,1] 
р 213,22] Ф 313,2,12] 612,11 D. 1'JO EZ. Y ], 

га2 1] D, 112 [7] Ф [6,1]  2(5,2) Ф (5,1416 [4,3] © 3[4,2,1] 
@)2[4,121 [3,1] 23,2]  3[3,2. U ] СР 122,11 
(52[3,1'] @ [2,1%] [2.1 ], 


32. 计算 S, 群 不 可 约 表示 [3,2] 自 直 乘 分 解 的 克 匠 布施 - 戌 登 系 煞 . 

解 这 是 计算 有 限 群 高 维 可 约 表示 分 解 的 一 个 典型 例 于 . 通常 对 这 种 分 解 ， 总 是 
尽 可 能 找 一 个 或 几 个 互相 对 易 的 元 素 ， 希望 它们 的 本 征 值 在 每 个 不 可 约 表示 中 都 
不 简 并 , 因此 在 这 些 元 素 对 角 化 的 表 短 ， 用 这 些 元 素 的 本 征 值 就 可 以 区 分 每 个 个 
可 约 表 示 的 基 , 这 方法 已 在 第 二 意 计 算 正 二 十 面体 对 称 群 的 不 可 约 表 示 直 有 乘 分 解 
的 例子 中 详尽 地 介绍 过 . 对 置换 群 S,， 当 n> 时 , Жа ШЕН, JL 
жане АНЕ АТИ ЖОКИ. 在 本 例 中 , 着 取 W = 
(1234 SMERE, 最 多 只 能 区 分 五 个 不 同 的 基 , 但 S, 群 存在 六 维 个 п] 2% 
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ж|3,121, 尽管 这 样 , 取 W x] faeit DS RS ETE. 但 本 例 为 了 作为 更 复杂 
情况 的 一 个 典型 例子 , 不 取 W 对 角 化 的 表 竹 ,而 取 前 面 给 出 的 正 变 基 ,， 以 相 邻 客 
ЖЕР, 和 作为 生成 元 米 计算 , РЕЛ ' 个 好 处 是 生成 元 的 表示 和 拖 阵 是 已 知 的 ， 
不 必 再 作 相 似 变换 使 W 表示 矩阵 对 前 化 , ARR — IRE X. MESIME 
乘 的 两 个 表示 是 相同 的 ,可 以 要 求 约 化 后 的 新 某 关 于 乘积 表示 的 态 是 对 称 的 或 是 
反对 称 的 ,这 提供 检验 计算 结果 的 一 个 淹 据 ， 

组 合 前 的 状态 用 符号 | ,vy}) 标 记 , uS 1 至 5 的 数值 . 当 状 态 基 有 确定 对 
ТЕН, 选用 符号 | jp,v)s = ln. u? + РЕЛЕЛЕРІ PRO | p. M „= 
Hf, BERERA, 不 用 下 标 S. 组 合 后 的 状态 用 符号 |[4 1, ос, Ж o 的 取 值 
wa FERA ЕК. 这 方法 的 大 至 思路 如 下 . 由 于 所 取 表 和 象 ，P; 的 表示 短 阵 
是 对 前 化 的 , HJ p. 的 本 征 值 来 区 分 状态 基 ， 当 然 有 位 并 . P. 的 本 征 值 为 1 的 态 
Жон A 类 态 , 它 的 一 般 形 陈 是 

а, 11) жаз 11,2) +a; 12,1 + a, 12,2?) + a | 1,3) 
t Cg | 3,1) + os | 2,3) t р | 3.2) + £l uy | 3.3; + c jn | 4,4; 
ran 14,5) + ар 15,4) + an 1 5,5), (а) 
P. 的 本 征 值 为 -| 的 态 称 为 日 类 态 ， 展开 式 是 
b 11.4) + b, |4,1) + 5; | 1,5) + b, 15,1) + bs 12,4) 
+ b |4,2) + b, 12,5) + Фу 15,2) + bai 3,4) + bp | 4,3) 
+ bn 13,5) + bg | 5,3). (b) 
EET P, 对 此 态 的 作用 ， 由 下 面 公 式 计算 ， 
pP alo =X lale) Dy (Pa), 
P, |.) = D 1 DEA GODS (P.), (c) 


其 中 P, 的 表示 矩阵 是 已 知 的 . 对 每 个 不 可 约 表 不 ， 选 一 个 态 作为 计算 的 起 点 , Ж 
求 它 是 尽 可 能 多 的 生成 元 的 共同 本 征 态 . 在 本 例 中 , 选 包括 P, 在 内 的 三 个 生成 
元 的 共同 本 征 态 作 为 计算 的 出 发 点 . 根据 Р, 的 本 征 值 , 写 出 它们 最 一 般 的 展开 
x. 用 其 他 本 征 算 符 P, 作用， 利用 公 趟 (cj 和 正 交 归 一 条 件 , 把 此 态 的 展开 系数 
完全 确定 下 来 , 再 用 余下 的 生成 元 作用 ， 计算 其 他 态 的 展开 式 . 属 同一 个 个 凡 约 
表示 的 态 关 于 乘积 表示 的 交换 具有 相同 的 对 称 性 不 . нен, Е.А ЫШ 
约 表 示 的 态 互相 正 交 . 计算 中 要 不 断 用 这 些 正 交 归 一 条 件 ， 对 称 人 性 条 件 ， AEE 
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A 业态 还 是 日 类 态 的 属性 进行 检验 . 

Еж, P, 在 表 隶 [3.2] 中 的 表示 矩阵 为 
100 0 0) 20 0 0 0) 
0100 0 0 -1 0 43 0 

P: 001 0 0 Р,: > |0 0 -1 0 43 

000-1 0 D /3 0 1 0 
000 0 -1 lo o ñ 0 1 
(-1 8 00 0 209 0 9 
/8 1 00 0 0-1,3 0 0 

Pu 0 0 30 0 P, > |0 /3 1 0 D (d) 
0 0 03 0 0 0 0 -1 43 
|0 ооо -3 0 0 0 43 1 


而 琢 示 [5] 是 恒 等 表示 , 一 维 , 基 |[5]) 到 (a) 形 式 . P, EROR S P ЖЛЕ 
是 1. 按照 公式 (c) 和 ({d), 把 P, 作用 在 115]? 上 ,得 


Р„\{5])=1[51]) 
= a, 11,1) + as{(— 1/2) 11,2) + (3/2) 11,4] 


+ a [С 122 12,1) + (3/2) 14,1)] + 24/4 + 3a1/4] 12,27 
+ WBD- a, + a 1(1 2,4) 314,20 

4 (3a,/4 + aa l4] 14,4) + a [(— 12 11,3) + (3/2) | 1,55] 
£a [C 1/2) 13,1) + (03/2) 15,1)] + Las/4 31/41 2,3) 
+ (3l) [— a; + au 10 2,5) 414.39) 

+ 132/4 + an4] 14.5) + [aaf4 + 3а [4] | 3,2) 


к GAÍAY 7 ак + аъ 1015,2) + 3,4)) 
+ [3a,/4 + ayit] 15,4) + Las/4 + Заа! 1 3,3) 


WIR яғын ， 213 ， 


+ A- a4 + a41€13,5) 15,3») 
+ [3as/4 + a, J4) 15,5), 
比较 各 项 的 系数 ， 特别 是 新 产生 的 项 的 系数 ， 得 da = аз = а5 = а, = 0, Has Әу» 


аз = 68,5, as = а) ag =a, BB 
1 [5]) =a, 11.1) +а,(:2,2у +14,4)) + a(l 2,3) €14,57) 
+ aall 3,2) +15,4)) + ау(1 3,3) +15,5)), (e) 
再 用 P, TERI, 得 
P, 1! [5])= 115)) 
= [4,/9 + &a,f9] 11,1) + (/8/9)[ а + a,1(1 1,2» +12,1)) 
+ [82,19 + 44/911 2,22 + а, 1 4,4 + 413,32 €15,52 ) 
+ a4L (1/33 12,32  (/8/3) 11,32 714,5). | 
+ ав (1/3) 13,2) + (/8{3) 13,12 715,4) 1, 
由 此 得 。 =а,, аз =аь=0, Bl 
I[5] = а: (11,1) +12,2) 914,4) + a4(13,3) +15,5)). (f) 
最 后 用 P, 作用 , 得 
Р, I [5]>= 1151) 
= a, 11,1) +[а{4+3а{4](1 2,2) +1 4,42) 
4 (3H a, a91(12,3) +13,2) 14,55 €15,45) 
+ [32,/4 + a,l4)(1 3,3) +1 5,52). 
由 此 得 a = ae ， 归 一 化 后 得 


1 [51 = ZC 1,1) 912,2 413,3) +1 4,4) €15,52). 
表示 [4,1] 是 四 维 的 , 生成 元 的 表示 和 矩阵 为 
100 0 20 0 0 
ao а a8 2 9 ^ 
"lo 01 o — 21g 0 -1 43 
i000 -1 0 0 ñ 1 


214 u BHO ED ge 


3 0 00 -i I8 0 0 
53 z , Ғыл ， 

О 48 1 0 Ü 0 I O 

0 0 0 3 Ü 0 0 1 


[4,1], DE A 类 态 , 逐个 用 P. P A Р, 作用 后 ,得 表 式 (f): 
I [4,1],1? = alt E,12 +' 2,2? 914,42) + a (1 3,32 +1 5,52). 
要 求 它 与 态 [5piEX, 得 
1[4,1],1? = (30077(2 11,12 4212,22 313,35 4214,42) - 315,52). 
再 用 P, 作用 , 得 
Р, 1[4,1],1)= C7 174) 1[4.1],1) + (415/4) | [4,1],2) 
= (30)7712 11,1) + [1/2 - 9/4](1 2,2) +| 4,42). 
+ [3/2 - 3/44)(13,35 €15,52) 
t: 43[— 1/2 - 3/4101 2,32 + 3,2) 414,5) 415,433. 
解 得 
| [4,1],2) = (4| V 18) | P, 1 [4,11,1) + (1/4) | [4.11.1071 
= (414/450) (2 + 1/2) 11,1) + c— 7/4 + 1/2)01 2,2? €14,45) 
+ [3/4 ~ 3/4](1 3,32 1 5,52) 
— (543/4)(12,3) +13,2) +14,5) +1 5,4)! 
= (342)^|211,1) -12,2 -14,4) -4312,3)s - 431 4, sl. 
以 后 的 计算 非常 类 似 , 我 们 只 列 出 方法 和 结果 . 把 P, 作用 在 1[4,1],2) 上 ， 
得 
Р, | [4,1],2) = (— 1/3) 1 14,1],2) r (8/3) 1[4,1`,3), 
由 此 得 
|[4,1],3)= 611212,2)-214,4) -У211,2); 
16 11,3): -43 12,3): %У31 4,5961. 


把 P, 作用 在 |[4,1],3? 上 ， 得 


вхт нЕ 5. 


в M — — mm a am 


P, l [4,11,35 = (— 1/22 1 [4,1],35 + (3/2) 1 (4,1],45, 
由 此 得 
1 [4,1],4) = 6-v211,4》 —4611,5)4 - 212,4), 
€4312,5)5 4313,44. 
注意 ,|[4,1],4) 是 B ЖЖ. 


生成 元 在 表示 上 3 ,2 中 的 表示 和 邱 阵 已 在 (d 式 给 出 . 1[3,2],1 是 АЗ 56, Ж 
个 用 P, Яй P; 作用 后 , EA): 


1 [3,2],1}= 2.11.0) + @,(1 2,2) +14,4)) + a5(12,3) 十 | 4,5)) 
+ а,(13,2) 415,45) + ao(| 3,3) 915,55). 
再 用 P. 作用 ,得 
Pa 1 [3,2],1)= 1 [3,2],1» 
= а. 11,1) + (Hla. -У3а; —УЗак + За, ]( 2,2) €14,45) 
+ (1/4) За, 3a; + /3as + as9]C1 3,32 +15,5)) 
-(Ш4)-У3а,- a; + Заз + За, (12,3) +| 4,52) 
+ GA 3a, + Заз - as *43as 1013,2) 15,45). 
解 得 a, =as = 3(a, —a4)/2. SR |І502Ж114,11,11 5,43 
a, + 2a, + 2ag = 0, 2a, t 4а, — ба» = 0. 
解 得 а= -2a 和 a, 70, 919—308 
i[3,:2]1.)D = 6(4, 1,12 212,2 - 214,4) +33 12,325 +Y3 14,55). 
然后 用 Р, TERI, 得 
P, 1 [3,2],1) = C 1/3) 103,2], D + (8/3) 1 13,27,20, 
由 此 得 
|[3,2],2)= (6У2)71412,2)-414,40-2У21 1,2) E46 11,355. 


+43 | 2,35. —43 | 4,5541 - 


Ae | 群 论 习题 精 解 
把 P, 作用 在 |[3,2:,2; 上 ,得 

P,1[3,2],2 = (— 1/2221 [3,21,2) + (33/2) 1 13,21,3>, 
由 此 得 

1[3,23,32 = (27/6) 112,2 +313,3) 14,4) 315,59 +v2 11,2)s1. 

把 P, 作用 在 |[3,2. ,2) L, 得 

P,1[3,2],22 = (- 1/22 1(3,25,2 + (3/2) 1 [3,2],4), 
由 此 得 

| [3,2],4)= (642) ! l 242 11,4), %У611,55-412,4)9; 
-4/312,52--У2 3,4Xl. 

13,21,4555 B Ж6. НР, 作用 , 得 

Р, | [3,21,4> = (- 1/2) 1 13,21.4) + (3/2) | [3,2].5), 
由 此 得 

|[3,2],5) = (246) ! 211,454 —12,424 — 313,5)s1. 
表示 [3,1] 是 六 维 的 , 生成 元 的 表示 矩阵 为 


100 0 о 0 
0 10 0 0 O 
001 0 0 09 
P.: А 
0000-1 0 0 
0 0 0 0 0 —I 
2 0 0 0 0 O 
0-1 0 43 0 0 
| 0 -1i 0 4/3 0 
P: = 7 
2 
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/S 1 0 0 0 0 
] Ü О -3 0 {) ú 
Р,: 5 | 
зоо Q 3 0 0 | 
0 0 0 0 ШЕ 
0 0 000 /8 1 
-4 0 0 0 0 0 
0 -1 vv1 0 0 0 
{|0 15 1 0 0 o| 
Ре 


0 0 0 0 0 4 
[3,1], DE A Ж &., 逐个 用 P ЯР, 作用 后 , RAL): 
| 3,12] 1= a, | 15,1) t aall 2,2 14,4) + a501 2,3) 十 | 4,57) 
+ a4(13,2) €15,45) + as (13,3) +: 5,52). 
再 用 Р,ЖНЫ 113,1 ], DRES, 得 
P, | [3,7], 2-1 [3, i 1,12 
a, 11, D + (40а, -4За, -У3За, + 3a, (1 2,2) €14,42) 


+ (14) [3a, + 3a, + Зав + a5] (13,3) €15,55) 
+ CA — 3a, — а, + Заң ty 3as ]Ci 2,35 +1 4,55) 
+ G/AM /3a, + 3a, — ag + jas (l 3.25 415,45). 


#15 ai =0, dG, = — ay 3(a; + а, )/2. НЫН ЖЫН | 22,111 ЕЗ, p A Qa 
(iy =Ü, TE ат «Яң. 即 态 |[3,1*] ,1 是 反对 称 的 组 合 . 归 一 北 后 得 


1 [3,17], 1) =2(12,3), +! 4,554). 


жез 
然后 用 P, 作用 , 得 

P,1[3,13,D = (— 1/33 1[3,U ], D. (8/3) 1 [3,177 ],2), 
由 此 得 

1[3,)1,2 = (2/2) W2 11,254 912,34 14,5241. 
把 P, IERREI[S,U ],22 E, 得 

P, 1[3,121,2) = (- 1/4) 1 [3, 3,2» + 6/15/43 113,1], 35, 

由 此 得 
13,12 ],3) = (2/10) ! 12/2 | 1,24 * 6 11.324 
—43 |2,3), -/314,5941. 

把 P, 作用 在 1[3,1 1,22 E. 得 

P, › [3,12],2) = (— 1/2) 113,12],2) + (03/2) 1 13,11,42, 
由 此 得 

| [3,22],4) = (242) i/2 11,54 712,554 +13,4),}. 

\73,12],4)& B 类 态 . 把 Р, 作用 在 |[3,1 ). 45. E, 得 

Р, 113,12],4) = C 14) L D, PLAH + 6/15/40 113,1 1.5), 
由 此 得 

|[{3,12`,5)= (2/10) ! 12272 1 1,44 6 11,5), 
+43 12,5% -У313,4;41. 

把 P, 作用 在 |[3,1 1,5» E, 得 

Р, 1 13,121,5) = (~ 1/2 1[3,171,5) + (/8/3) 1 [3.17 ),6), 
由 此 得 

[3,121,6) = Q4/3)*1212,4)4 -У3 12,5)4 — 3134.1. 


PRIZ ,1] 是 五 维 的 , tE OB kR Ek УЗ 
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10 0 0 0 i-1 0 
01 0 0 0 (00 -1 
Р:00-1 0 0, P3 0 
00 0 -1 0 |j: A 
00 0 0 -1 0 à 
3 0 о 0 0 -1 43 
0-3 0 0 0 /3 1 
Ру: + Ü 0 -3 0 0, Р: 5 0 O 
0 0 0 -1 /8 | Д 
o 0 0 v8 1 0 0 


4219. 


/3 0 0| 


Ма 1 0 
0 Q0 -2 


态 |[22 ,1] ,5 是 Pl 、.P。 fü P, 的 共同 本 征 态 , 它 是 计算 属 表 示 [2 1] B9 BJ 5 


S. |[22,1],55 Æ B 3845, REAG), 用 P, 作用 后 , 得 


P,1[2,1],5 5 -1[2^,1],5? 


= (b.23[/311,2) +1 1,4)] + (5/2МУ3 12,1) +1 4,1] 


+ (b 220У3 1,32 011,551 (5,22У312,1» 415, D] 


- Q3/AY b, + 5,15-12,2) +14,4) 


HDI- bs +38] 12,4) + (114435; 一 bs] | 4,2) 


+ Q3/A)Lb, + bwll 2.32 €14,52) 


+ GIA 7 b, + 35и] | 2,5) + (1/4) [365 — bi] | 4,3) 


к G3/4Y[ 6s + balli 3,2»? €15,42) 


+ G/AM b, + 354]15,2) + (L/A [364 — 59] 1 3.4) 


+ G3 [6,4 + 51С-13,3) 十 | 5,52) 
+ G/AM- ba + 35) 13,5) + (44) [354 ~ #11 5,35, 


解 得 b =b, b = b, =Ü, b. = — bg, ёт = — bio: ра = — bo ЖІ bu 


= — ә, В 


. 220 ` 群 论 习题 精 解 


L[27,1],5) = 5512,49, + 65(12.55 — 14,32) 
ғ%(|5,23- 13,4)) + 54,13, 554. (g) 
再 用 Р, 作用 , 得 
P,|(25,1],5 = —-102,1)],5) 
= (1/4)(6,-438,%/35,-36, 12,494 
-(1/401-У3%,-8,-3%,%У36, 112,5) 
-(1/44У3%,-35,-6-436,115,2) 
t (3/4) [ 36, 35, + bg %У35, 113,4) 
+(1{4У/З3В +b, 3b. —43541]14,32 
+ (1/4)[35, +435; -4 Зб, “6,113,524. 


解 得 5.— — bn -/3(6, — 55)/2. XGk51[3,1), 6 EE, f$ 5,— b, -0 8 5, = 
ba. 归 一 化 后 得 对 称 化 的 展开 式 


25,12,5) = (1720113,4) — 12,525. 

再 用 P, ЛЕН, 得 

P.|[22 ,11,5) = Ө/3)1122,11,5) + V8/0 1L22,11,45, 
解 得 

1f22 ,1],4) = 042) ! W211,5)s + 12,595 + 13,4251. 
把 P, ДЕ [22,11,47 E, 15 

P,122,1],4) = (02)1E2 11,4). € 6/3/2 1211,32, 
由 些 得 

[22,1125 242) 1 W211,4)s 12,4)5 + 13,595). 
把 Р, 作用 在 |[22 11,45. E, 得 

P,I[2,1),22 = (122112 11.4? + (3/2) 1122,11,22, 


由 此 得 


Жи ның бээ]. 


—  — — 
~ ——— — 


22 (2y2) 710/2 1,39, 12,3) 4 + 4,554. 
最 后 把 P. 作用 在 (22,11,20 E, 78 
Р,.(25,1],2)=(1{2)5|125,1],25› + 32)| 2,1], D. 
dues 
I1221],D 2 Q2) 3112,25; - 13,3) - 14,4) 15, 6 72]1,2)s 1. 


RIR. 是 四 维 的 , Q: RTR ОЯН A 


I ð 0 0| l-1 43 0 0 
0-4 Q 9 | 11431 0 9 
P Po: 
| 2% 2 
0 0 -1 9) 0 0 -2 0 
ю 0 0 -1 lo o o -2 
-3 0 0 9: -4 000% 0^ 
| | 
10 c1 V8 0! ' 10 -4 € 0 | 
Pa: _ E ZEN — | ` 
Slo /8 1 0 É 0 —1 i$ 
i0 0 0 3! о o 15 1] 


11201,4 E Ру, P, Bi P, НАЕ. х= ЖЕГЕ лк 2,17 89250 i Ж. 
&. [2,8], ЕВ 3828, 用 P, 作用 后 得 表 式 (g): 
I2.P 1,4) = 52.424 + 65€ 2,57 — 14,32) 
5,015,225 = 13,4) t bn 13,524. 
再 用 Р, 作用 , 得 
P.M2,13 p= -112,171,4; 
= (BAI) 4811,24 — 12,44] 
— (Gb,I3) 4 81 1,5) 512,521 
(5,/3)1/815,.10 € 15.23] 


ш b+ 4,3? = 13,4) m b [3,5)„. 


ә: о. _— 群 论题 精 解 


—T — 
— 一 — py 


解 得 bs = 6, = 5,70. 归 一 化 后 得 反对 称 化 的 展开 式 
12,12 ]),4) = 10213,55,. 

然后 用 Р, 作用 , 得 

Р„|[2,1%1,4) 2 CU/4)1[2.0],4). + С6/15/4)112,181,3), 
解 得 

|І2,121,39-У/1/01У312,40, € 12,554 +13,4) 41. 
把 P. 作用 在 .[2,1 L3 Б, 48 

Р,![2,111,3) = (1/30,12,141,30 + (8/32 ][2, 1], 22, 

由 此 得 
I[2.)1,2 = (24/5) 611,4) 7211,54 12,54 + 13,4241. 

最 后 把 P. 作用 在 |!2,1 22 E, 得 

Р,|[2,19},2)=(1/2)![2,15],2) + 83/2112, VU 1,17. 
由 此 得 


1r2 PJ D= (245) W6l1,2, 211,324 + 12,3), — 14,54: 


具 、 置 换 群 不 可 约 表 示 的 外 积 


k ”第 三 章 第 三 节 我 们 讨论 过 分 导 表 不 和 请 导 沪 示 ， Hi fct xr БЕЛУ PH RUE gh ge 
ж REG S, PETH =S, xS” КЕ T 1 m) pena» 个 客体 问 和 
Eom 不 客 体 风 的 置换 变换 构成 的 群 . 群 G 的 阶 是 g — (п + m)!, -FHE Н Е 
pa mi, 指数 是 4 = glh. 左 陪 集 RH ИЛЕК, 是 把 前 个 客体 置换 到 
(n +m) 个 客体 中 的 某 x 个 不 同位 置 的 置换 . 

Bt G Bet ao x, 不 可 约 表 未 用 (n+ za ЖЕЛЕГІ НЕЗ, 对 应 的 原 
GRZE e, 由 它 产生 的 最 小 左 再 想 十 е TEE Н 的 群 代 数 记 作 е. 
不 可 级 表示 用 两 个 杨 锅 的 直 乘 [xj]x [и 1Ж ы. 两 个 杨 图 的 格 数 分 别 为 s ЯП 
т, VEO SZ BJ SE SF Ju Ye fe en eU 它 在 子 群 中 产 咎 的 最 小 左 理 想起 ye 


er 


k Wk G 不 可 约 表 示 [w] 关 于 子 群 的 分 导 表 不 ， 可 按 子 群 不 可 约 表示 [A] Х| 


очи o WE (223 5 


----- ------------ — — — к.-------- V — 


来 分 解 ， 
X [wlX = аў ТАТ x [a], 
diwl Spim) = Хаз, (S, )diaCS,). 
在 群 代数 中 ,上 式 表 时 存在 аў, ЕНЕ e е-е, E ERE G 的 最 
МЕНЯ vel 上 映照 到 子 群 H OBERE SSH E 
жалын Le - 


把 这 子 空间 的 基 用 ve ЖЕ ЕШ ӨШ. 组 合 系数 构成 和 РЕНЕ ЕЕ. 

ж ШУН 不 可 约 表 示 [X] х ІРКЕ о eU e" ERE G 的 害 等 元 ,一般 
不 是 原始 的 , 由 它 产生 的 左 理 想 vele 对 应 群 G 0 АГ) ж, jc FEF H Жл 
[A x ЕЕ G 的 诱导 表示 , 这 里 称 为 帝 换 群 表示 的 外 积 , А 169161. 这 表 
ЖЕНЕ СТА [о | 来 分 解 ， 


Y (1&9 TAD)Y = Gol, 


! -x 
т AaS ) dnlS,) = S pe, dyal Susa). 


nim 
在 群 代数 中 ,上 式 表明 存在 be, T ERTETEOR BU ABE n t en, BE G 的 左 
理想 ye 六 ce “映照 到 最 小 左 理想 中 去 

"т^ eU ul С fe ret 

把 这 子 空间 的 茜 用 vei efm 基 的 线性 组 合 表 出 ,组 合 系数 构成 Y ЖЕП. 
由 于 左 理想 和 右 理 起 的 地 位 是 平等 的 , 这 样 两 组 线性 无 关 的 矢量 数 是 相等 的 , Б, 
= д, 这 就 是 费 罗 宾 尼 斯 定理 ( 见 第 三 章 )， 
友 ” 盟 然 特征 标 方法 可 以 计算 重 数 oz, ,但 对 置换 群 ， 两 不 可 约 表示 外 积 的 分 解 
可 用 图 解 规 则 来 计算 , 这 规则 称 为 立 特 武 德 - 理 查 森 (Littlewood-kichardson) 规 则 ， 
计算 方法 恕 下: 

Anale] 任 取 其 中 一 个 杨 图 ,通常 反 格 数 较 多 的 杨 图 ， 例 如 LA,， 
作为 基础 , 将 另 一 个 杨 图 .1 的 各 行 格子 分 别 填 以 行 数 , 即 第 j 行 填 以 数 j. АЗ, 
白 第 一 行 开 始 , 自 上 而 下 逐 行 把 杨 图 [x] 的 格子 补 到 杨 娘 [4 上 ， 每 补 完 一 行 格 
d, 都 要 求 满足 如 下 条 件 : 

1) 每 行 格子 补 完 后 的 图 是 止 则 杨 网 . 

2) 填 相 同 数 的 赂 子 不 填 在 同一 列 ， 

3) 自 第 一 行 开始 , 逐 行 地 自 右 向 左 读 杨 图 中 补 上 的 格子 ,在 读 的 过程 的 每 
_. 步 ,始终 保持 填 数 大 的 格子 数目 不 大 于 填 数 小 的 格 了 数目. 


244° FEJERE 


一 一 一 一 


这 样 补 得 的 全 部 可 能 的 杨 图 [w ], 就 是 在 表示 外 积 [4 [бн .中 出 现 的 So 
群 不 可 约 表示 . 如 时 在 满足 上 述 规 则 的 茶 件 下 , 同一 个 杨 图 [ o HS | FK. 这 
次 数 正 是 该 表示 在 约 化 表示 中 的 重 数 . 由 于 费 罗 宾 尼 斯 定理 ,， 立 特 武 德 - 理 查 森 
规则 也 可 用 来 计算 群 5,, ,不 可 约 表示 [wj] 关于 子 群 5S, xS, 的 分 导 表 示 , 按 子 群 
木林 约 表示 713] ТТАР, 计算 中 格 的 杨 图 :A 和 m 格 的 祈 图 | ЕДЫ 
遍 所 有 可 能 的 杨 图 , 但 它们 必须 能 通过 立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 构造 出 给 定 的 (n+ 
m )*& о З 


33. 用 立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 计算 下 列 置换 群 表 示 外 积 的 约 化 : 
(1) [3,2,1]@[3], (2) [3,2]®[2,1], (3) [2,1114,2 1. 
解 (1) 


sS s 
ШЕ mpm E 
nou 


[3,2, m :3]—[6.2, m 3, " 5 2,216 [5.2.1.1] 
C (4,3,216 [4,3,1,11Ф [4,2,2,1 1|03 [3,3,2,1]. 


x16x1-1344- 105 + 162 + 120 + 189 + 168 + 216+ 216 + 168. 


91 
61 31 
(2) " 
T H He | 
> ms 
HP Р 
Kam musim musasasa 
a aq l a 
а 
LH DERE E 


—— m 
COC 一- — 
—- — ———— 
а -am 
-ы- 


13,21х [2,1] 215,3) 5,2,1) [4,4,0 2[4,3, 1 2 14,2,2] 
CB [4,2,1,1] [3,3,2] [3,3,1,1] Ð [3,2,2,1]. 


8! 
çT 3 х5 х2= 560 = 28 +64 + 144 2X 10 1 56-t 90 +42 + 56 € 70. 


(3) 


[2,1] [4,2,2,2] —[6.3,2, 2 KD [6,2,2,2,1] [5,4,2,2 
@ [5,3,3,210 215,3,2.2,11Ф 15,2,2,2,2]0 [5,2,2,2,1,11 
四 [4,4,3,2] 14,4.2,2,116 14,3.3,2,11 Ф [4,3,2,2,2] 
D [4,3,2,2.1.11Ф [4,2,2.2,2,1]. 


DI x 2x 300 —171600 = 12012 + 9009 + 12870 + 115834 2х 21450 


31 10! 
+ 5005 + 10296 + 8580 + 12870 + 15015 + 8580 17160 + 5720. 


34. 用 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 ,ss 群 下 列 不 可 约 表示 关于 THE 5,609, 的 分 


— 


TER, 按 子 群 不 可 约 表 示 的 约 化 : 
(1) [4,2], (2):2,2,1,11, (3) [3,3]. 
т (1) 


| 1 ы L 1.11] 一 人 og ali) 
в e ө ' 
ШЕРЕ БЕРЕ 


[4,2] = [3] x [3] © [3] x [2.1] © [2.1] x 13] B 12.11] х [2.11]. 


O—1xl1l-1x2-2x1-2x2. 


PU 


22 ]]—[2,1] x 2.1) D [2.1] x [1°] [P] x [2.1] GG [T] x it]. 
9-2х2%2ХхХ1-ІХ2, Ғ1Х1. 


т 


[3,3]=[3] x [31 [2,1] 2,1]. 
5=1х1+2 х2. 


(2) 


(3) 


3s. ына 群 的 二 维 不 可 约 表示 [2,1, 诱 导出 S, 群 的 表示 , 具体 计算 S, 群生 成 
元 在 诱导 表示 中 的 表示 和 皇 阵 . 
а тын S 群生 成 元 在 二 维 表示 [2,1 ] 中 的 表示 和 矩阵 


1 0 


B = D'O 23) = 2| 


表示 空间 的 基 记 作 ó, , = 1 312, ШІН 


(12$, = DIA, 023), = 2488.) 


这 二 绯 空 间 只 对 S. АМА. S, We Rz 5, 群 的 子 群 , 指数 是 4. 把 一 维 空间 扩充 到 八 
езін, зін 5, 群 保 竺 小 变 : 


duoc PS dn = 0 OA. 5, = (2 %,, Ju, = (3 4)9.. 
容易 计算 


(12)0 = (12$, = AA. 

(12), = (420 10%, = УА. 

(12)94, = (41001 D$, = УА, 

(12)44, = (G3) 20$, = D pAn» 

(1234), = (4112 2$, = > 5. Buyo 

(| 234), = (23 4)%, — (4 2)(2 1)(1 2 5$, = > ұя. (АВ),,, 
(1234)44, = (3 0(1 D$, = A, 


(1234)9,, = (12 3), = >, Bp» 


因此 得 5, 群生 成 元 (1 2) 和 (1 2 3 4) 在 诱导 表示 中 的 表示 矩阵 为 


A 0 0 0 0 0 0 B) 

0 0 A 0 B 0 0 9 
D1 2) = , D(1234; = 

0 A 0 0 0 AB 0 9 

0 0 0 Ai (0 0 A 0 


Tdi S, RATIER, 可 分 解 为 表示 [3,11， [2,2] 和 和 [2,1,11 的 直 和 . 


第 七 章 SU(N ) 群 
一 、SUCN) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 
k FANER ZERE 的 集合 , ЕНЕ ЖЕН, Fg SUCN HIE. CEON- 
1) 界 单 连通 的 紧 臻 他 群 , 秩 为 (N -1),， 李 代数 忆 作 А, 在 自身 表示 中 的 生 
成 元 为 


(TA), — ONY + д.д)» гі < Б, 


(TR Эш = зу ( 0, — диб), a < b, 
, (7.1) 
|“ [2a(a —1)] ", HU ca, 
(T?) = — &)l(a - 12a) ]"*, 当 c =a, 2= a =< М, 
0, 当 cla, 


其 中 指标 a Mb 是 生成 元 的 序 指标 , 出 c Mid 是 逢 阵 的 行列 指标 . 矩阵 DU 是 对 
称 矩 阵 ， 半 于 序 指标 也 对 称 , ABE TO 旦 反对 称 逢 阵 ， 关 于 序 指标 也 反对 称 , E 
们 各 有 N(N DI2 个 , 矩阵 TO RO ШЕР . 有 (N 一 1) 个 , 合 起 来 共有 (NN 一 
Dr. TP pc HA. ЖЕТЕ. 通常 把 生成 元 统一 编号 , АНЯ 
TU, TO, то, TË, TË, TW, TZ, TP, ШЕЖЕ. SUCNOBHEXUC 
X u 可 表 为 指数 矩阵 形式 : 


N | 
| - ` ғаз 40. 1 
и = е" = expl -iS waTa |, (ТАГЫ) = 2 бан, 
4-1 


мі-і 


Н = 之 oaTa = — 2416 Up) - "M E m 13257 ul (7. 2j 


ж ОСМО) ,"БРМЕЗЕНТ, a TR SUCN ME n 个 自身 表示 的 直 乘 变换 


(DT 一 маа Tu E : (7.3) 


“с 
c і ET 


张 量 基 (6 on, Ja, oa, 则 按 下 式 变换 


BELE ЧОЛ) - 229 - 


— CC —— 


^ __ іш 
Ө ) 1 Е IE д ^ 
-ч 
( OB, L ^ ). - — > i H | r UU Hag (8, 5 )q,- d 
"f Ud " 
一 й 而 ы 5 
í 
— ` i СЄ u, Dau, ба, T MgL > (7.4) 
d - d ! ` "t 


Ttc БҮЛК BL Rn Ed rp, ЛА ЕЕ LANE Eoo РН ІНІ, ЕЛЕНА 
订 以 交换 , 因此 张 量 指标 问 的 对 称 性 质 在 SU CN 变换 中 保持 不 变 , 从 而 可 以 根据 
张 量 指标 的 对 称 性 质 , 把 张 量 空间 分 解 为 不可 约 张 量子 空间 的 直 和 . 

k ”为 了 描写 张 旦 指标 之 间 的 对 称 性 质 , 首先 要 搞 清楚 张 量 指 标 馈 的 置 模 变 换算 
符 R 对 线 量 和 张 量 基 的 作用 规律 ， 丸 是 -一 个 线性 算 符 , 它 作 用 在 张 量 了 上 得 到 
新 的 张 量 了 ,它们 的 分 其 问 有 一定 的 联系 . 先 举 -简单 例子 . ш 


1 2 3 3 1 2 
R= | - = (123) = (02032. 
2 5 1 | 2 3 
ШІ 
T... QT, as = T... 
1273 172"À 0132 
КҮ... 一 (1 2)T, , mm ,a a, 一 二 六 MAU HA C 


而 对 张 量 基 止 好 相反 ， 
| (2 2} ©, b. b. — e, bh. c 


КӨ, , s, — (1 2)Ө, „5, — 69, Б.Б == C, э», ' 


这 站 种 运算 是 一 致 的 , ЇНЇН НА. SEKE TRE Ө, 展开 后 ， 张 量 的 
нат. 置换 算 符 R 作为 线性 算 符 , ТАЕНЕ ШАГ, 而 不 作用 在 


— ... 
(RT), аа, 一 R > lg hyh, (Ө, ›.», Ja ауа» 
7 ру, - 7 
— 
- >, 1,5,0; (КӘ, ЖА Ja asa, 
TR 
` — - 
一 >, Т, пыр; (Ө, »,», } аза, ш | . 


Ch 


一 般 说 来 , i 


12807 2 u 群 论 习题 精 解 


Ro l 2 n | _ E өз 5 
ІК, оғ; к! 1 2 n 
ji 
(RT), = T, ш, 
RE 一 O, Өр ` (7.5) 


ZE b ES SUCN ÆRA КЕКТИ ФЕН D) EET SE R 的 作用 次 序 可 以 交换 
РОТ = O,RT. (7.6) 


这 性 质 常 称 为 站 尔 互 反 性 (Weyl reciprocity). 这 是 用 杨 算 符 分 解 张 量 空间 的 理论 
基础 
Kk kB s шн] РП, 对 应 不 可 约 表 示 的 张 量子 空间 可 由 杨 算 符 投影 得 
BJE = 00207, 因此 SU( N ) 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 可 用 杨 图 描写 , 由 不 同 杨 图 
ЖЕ АНИЙ. 由 相同 场 图 不 同 正 则 杨 表 描 写 的 表示 所 相等 价 ,， 对 应 的 
张 量子 空间 互相 线性 无 关 , 但 分 属 两 子 空 间 的 张 其 -… 般 不 正 亦 . 属 张 量子 空间 
TA RE RART УШ КӘНЕ АРЕН ғ: 

«^g ay = 9 S8, „, b x bim. 


К EF ті 


(7.7) 


此 张 量 可 用 张 量 杨 友 描写 , 它 是 在 正则 杨 表 А) 的 格子 中 填 人 ww 所 得 到 的 杨 
X, Hm gp ; x n. 

БЕТІНІ ЕЗ Зен АНЕ, 
例如 对 应 正则 声 表 上 十 二 的 杨 算 符 2, 有 


AE a — — 241 2368, -- Өм, 


ӘӘ, = (21) *(23)8, = 48, + Ө, > 


mpm pepe e 


对 更 复杂 的 杨 图 , 张 量 杨 表 间 也 有 类 似 (7.8) 式 的 大 系 ， 这 些 关 系 与 杨 算 符 具 性 
形式 无 关 ， 由 前 - -关系 知 ， 在 张 量 杨 表 中 同一 列 的 填 数 反对 称 , 因此 问 一 烈 有 相 
间 填 数 的 张 量 杨 表 为 专 . 各 列 中 较 小 填 数 可 通过 此 反对 称 关系 移 到 较 上 面 的 格 
T. ІР, 各 行 中 较 小 的 填 数 可 由 后 一 个 关系 移 到 较 左面 的 格子 ， 最 后 得 到 的 杨 


PEE SU(N) BE . 23] - 


表 中 , 同一 列 上 面 的 填 数 小 于 下 面 的 填 数 ， 同 一 行 堪 面 的 填 数 不 大 于 右面 的 填 
Ж, 这 样 的 张 量 杨 表 称 为 正则 张 量 场 表 , 所 有 张 量 杨 表 都 可 表 为 正则 张 量 杨 表 的 
线性 组 合 . 正则 张 景 杨 表 构 成 张 量 子 空间 玉 1 的 一 组 完备 基 , 它们 一 般 不 正 交 唤 
—. 填 数 不 同 的 止 则 张 量 杨 表 互相 止 交 , 填 数 相同 但 填 法 不 同 的 正则 张 量 杨 表 可 
能 不 正 交 .要 找 正 交 归 一 的 基 则 需 把 填 数 相同 的 正则 张 量 杨 表 作 适当 的 线性 组 合 
ANG —{Е. 
正则 张 量 杨 表 构 成 张 量子 空间 ?1* 完备 基 的 问题 还 可 从 另 一 角度 米 讨 论 . E 
+- 是 正则 杨 算 符 , 则 显然 下 面 张 量 对 应 正则 张 量 杨 下 
YB (7.9) 
WE R Refer HM Ж ^ 变 成 正则 杨 表 % WER. 因为 


УАК, = R,VE Ө, „1, (7.10) 


"一 -一 一 


不 难 检验 , 花 括号 中 的 张 量 在 张 量 子 空间 on v 中 的 张 量 杨志刚 好 和 等 式 左面 的 
aE ZE gk а 2508] ИА е орала са ДШН], 也 就 是 说 , ТЕ 5 =< ЖЕЗ Аы 
ACER, 它们 都 是 正则 张 量 杨 表 . 既然 AUR „АЕ ЗАЙ? S. 2 EH BO — £8 o fid, 
User SCIRE, (Т.Т) җн КИК St rak Sk dri 352007. 10) 式 的 市 则 张 量 
мана. 另 一 方面 , 由 (7.10) 式 还 可 看 到 ， 在 对 应 给 定 杨 图 [4 ] 的 各 张 量 
子 空间 人 7 中 ,用 相同 正则 张 量 杨 表 给 出 的 基 ， 在 张 量 指标 的 置换 变换 中 , 构成 
置换 群 的 不 可 约 表 示 [4 ТИТЕ Е. 

a rro Bb e tc HM GL ЗА, л 阶 反对 称 张 量 对 应 的 未 
示 用 一 列 的 杨 图 [1" ] 描 写 ,N 阶 反 对 称 张 量 对 应 恒 等 表示 ， 用 杨 图 [1X ] 描 写 . 用 
大 于 N HH SE S Е + = ЖЫ. RW ЕЕ LA TRU у Hk ELA 
可 约 表 示 的 直 乘 分 解 , HJ HI pak ИЙЕ ЖЕШ ТЕЗЕ, 但 在 分 解 式 中 如 出 现 有 
大 于 N 行 的 杨 图 , 应 把 它 去 掉 . 用 N 行 的 杨 图 LA ] 摸 写 的 表示 等 价 于 去 掉 填 满 
N 行 的 那些 列 所 得 的 杨 图 [X“] 描 写 的 表示 , ГАЈ [2 1. 
友 ” 道 变 张 量 按 "的 直 乘 来 变换 . Шо САА RIS Н] 以 用 杨 算 符 投影 来 分 解 ， 
得 到 的 表示 用 带 星 号 的 杨 图 [4] "标记 ， vERIAMRÉER dE SE к. ЯРНИ 
变 指 标 又 有 道 变 指标 的 混合 号 唱 ， 先 要 把 它 分 解 为 无 迹 张 量 之 和 . 对 无 迹 混 合 张 
量 , 分 唱 对 协 变 指标 和 逆 变 指标 用 杨 算 符 投影 ， 得 到 用 一 对 杨 图 [A]\ Г 1] 185 
的 无 迹 混 合 张 量 ， 当 两 个 杨 图 [% Ml и ] 的 行 数 和 大 于 N BF, АТТА ИЧ A 
张 量 空 间 是 地 空间 . 

用 -- 列 杨 图 [1"] ste sod Sj a esit 可 通过 N 阶 完全 反对 称 张 量 s, 2, 
43 H — p| ELT. 1 描写 的 反对 称 协 变 张 量 , — ЖЖ, 用 一 对 杨 贸 


CAR келет 


А: n —Ј__—— 


[A] NMA] fS PRG ЕЕ, ПЕ РЧ р |° 8—31 GRA m FROSRARON — т) 
Ж, 直接 与 原来 的 声 图 [4 H, R 

АЈА ap — IAN IET, 
НВГ ТЕ ER Le DAP T A m 格 的 第 一 列 ， 而 杨 图 [4 ТЕ ЕГА í RON 
~ m ) 格 的 第 一列 . 这 方法 可 继续 应 用 或 逆向 应 用 ， ЕО СК JR) E TE SR 2 EDGE 
成 协 { 或 道 ) 变 指标 ， 表示 [ x]* 等 价 于 满足 如 下 性 质 的 表示 [Xj; 把 杨 图 [Lj | 倒 过 
来 ,并 与 杨 图 [2 1 拭 接 ,可 得 一 个 N TAK Ж. 
ж ”用 祈 图 [42] 描写 的 SU( ) 群 表示 的 维 数 41，(SU(N)) 为 两 个 对 应 杨 图 |4 | 的 
杨 表 中 各 填 数 乘积 之 商 


—_ Й — — ---- .--- a n . —————— 


， [a 
a N- A 
а SUGA)) = OE LIA. (7.11) 


pa TUE YE; BR АОНСУ -j + h), 分 母 的 杨 表 ҮЙҮР. 
LY I 108731 ЕК hh ， 即 该 格 所 在 行 右面 的 格子 数 加 上 该 格 所 在 烈 下 面 的 
格子 数 再 加 ~-. 


1. 计算 SUGH SU(6) 群 用 下 列 杨 图 标记 的 不 可 约 表 示 的 维 数 ; 
(31. 12,11, 13,31, (4,21. 15.11. 


解 
545 26378. 
dia (SUG)) = 121 = 10, di, (SU(6)) = 3751 = 56, 
34 67 
5 
dp, (SUG) = £4 = 8. di; (SUG) = 37 = 70. 
l 1 
345 678 
234_10 ds (SU(6)) = 297 = 490 
drsa (SU(3)) = — 432 = 1 [3 X 432 + 
321 321 
3456 6789 


3 56 ` 
2 1 2] 


BE SU(N) 233 
лкт 223 
34567 678910 
. 2 5 
dia UD) = етут = 35,915: (SU(6)) = TT32T - 1050, 
1 1 


2. 对 SU(3) 群 和 SU(6) 群 , SARTA FIAT EE ТІН ya ЖЕП B У, 
并 用 维 数 公式 检验 : (1) [2,1109 13,0), (2) 13.01 5913.01, 093,01 
913,21, | (4) [4,21 C9 12,1,. 


001t 001 
0 0 600111 0011 
解 (1) (E) | 1 1 一 C m oi 
0 0 0 l 
| | 


SU(3):8x10 =80—35+27+10+8, 
SU(6).70 x 56- 3920 = 1050 + 1134 + 840 + 896. 
(2) 
00011 0001 000 
00060111—000 11140 E D | 
i LI 111 
SU(G):10 x10 = 100= 28+ 35 * 27 +10, 
SU(6): 56 x 56 = 3136 = 462 + 1050 + 1134 + 490. 
(3) 


60011 0001 000 


000 000111 
上 1 中 ~ 000 Әуд00 6090, 
000 0600 


l 11 111 
5173); 10 x 10 -100-64-275841, 


< (6): 56 х490 = 27440 = 9246 + 11340 + 5880 + 980. 


12800 BEEN Б Rico) BH 
(4) 


000011 
0060 11 Q 


+ г D00 E 
Ü Ü 2 002 


000901 
00001 00001 00001 


00 
бой! 469002 (900 Ф 
2 ] 12 

2 


0000 0000 
0000 0000 


0 Ü | O () 
9001100010 € 
2 12 А 

= 


SU(3):27 x8 =216 


- 654-:351 38-2Х27-410--0%10%8-0%0, 
SU(6):1134 x 70- 79380 


= 9240 + 11550 + 5880 + 2 X 11340 + 6000 + 5670 
– 4704 + 5880 + 4536 + 3240. 


a. hd 112 
3. 设 了 中 SU(3) 群 的 “ 阶 张 量 空间 , 正则 杨 算 符 3 对 应 的 正则 杨 表 是 | 二 | 
试用 止 则 张 量 杨 表 方 法 , НАН КЕНІН 26 的 完备 基 。 
解 ” 先 写 出 杨 算 符 对 张 量 基 作用 的 展开 式 : 
Wa = 1Е + (12) -03) -02 216, 
= ut Eha Ghe 一 S 


对 SU(3) 群 的 表示 [2,1], SCR pode oT PAS, — SE AIM НІ. 这 样 
IU Bb de PEPURUSE, KEAS, HORORIED T ЛЕДЕ # 


HH- НЕ =2 0i- Cii — Oi, 
2 KU 


жәр SU(N HE . 235 - 


=- - —. 


ІРІ! d 3 3 1 | 
BU — 20/9) 3-2 © a 311,7 Ө}3;, 


ala EI 2 | 
FB = = ot O22 Oin, 
2 


m 


2 312 
= 一 B =) Ea- Өзә:2- Ө:з2, 


NEN 313 
1724 一 =y =G) i 9035726311, 


3]. _ 3 = O5 = Өз Өзҙ-2 Oa. 


к — МЕЙІ, ВОР АЕ ДОКЕ Ж, ӘНЕ Женд 
(7.8) 式 表 为 正则 张 量 杨 表 的 线性 组 合 


ШЕР - Hie =a = Ornat h- 3:7: 0 
- 5 一 

一 -sonont Әзіз- OnT Qui, 
эу Бп CIT 
2 


tO Onr Өз. 


тезіне БАЯ, 八 个 基 可 用 正则 张 量 杨 表 表 法 . 如 果 规 定 原来 的 基 Ө = 

交 上 |- -的 ， 从 土 式 可 知 , 最 后 两 个 正则 张 量 和 杨 表 不 正 交 , 而 且 模 (日 内 积 ) 也 与 其 

它 正 则 张 景 杨 表 不 同 . 

4. 对 于 SU(3) 群 的 不 可 约 表 示 [3,1]， ыш ЕЗ 3E E Sk Ее ЖЕ И КЕ 46 
表 的 线性 组 合 . 

f. 对 SU(3) 群 , 张 量 杨 表 中 的 填 数 只 能 取 1, 2 和 3， 而 且 相 同 的 数 和 不能 填 在 同 

一 列 ， 非 零 的 张 量 杨 表 可 分 三 类 . 一 是 有 三 个 填 数 相同 的 张 量 声 表 , 按 (7.8) 式 有 


b а 


当 a< b IE ZEILE t ЕЕ КЕСИ 36, M a?o ӘДК ЕМЕЙ 


0 BEES 


SERE. 这 样 的 正则 张 量 杨 表 共有 3x2=6 个 . ` EBA PS OH y ШЕ, 
有 


а Та ь] faiblal folbla) fe[a[» 
b [bi a БЕЗ 


Mia < b 时 第 一 个 张 量 杨 表 是 正则 张 量 杨 表 , o >» ESSI HK EO ACIE WU 
КЕЕ. 这 样 的 正则 张 量 杨 表 共 有 3 T. 二 是 有 一 对 十 数 相同 的 张 量 杨 表 ,其 
中 共有 六 个 正则 张 量 杨 表 ， 下 面 按 照 17.8) 式 把 其 他 张 量 声 去 展开 为 正则 张 堪 杨 
表 的 线性 组 会. 


р) Tri pex [320069 
Gl -u C L 
ipiis) з 11.2130 
ubt | 
п _ үз[1[1`{[1][1]2)_]1]1]3 
ор 
1[213 [1 3:2]. |2]2]3 2. 121312 
d и : 
(І212. |312,2 
| 
2[2 [i (2,;7[2). [3]210 s 3] 2: 
DEN 

7174 2 1 
1133. 1213,3 
| 
i2. 3] [3r2 3 [2[]3, 04352 
3 B | I ! 
3|1 3| 134|3':1j|. 2 17132 121311 
7 Ке: 231 

_ p ізіз! 11215) 

2 3, 


СЗ) ЕРЕН Жл! 3.1 ре 15 HER, 共有 15 个 正则 张 量 杨 表 . 


— 一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 — T 一 一 
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5. id 92 IESUGMIPEBSEIETSKEE zz [ы], ЛЕН ТЕ SR RARAN i 
坛 在 张 量子 空间 o0 ROS IB PES 1E Wi sk eps НО АЕҚ. 
BR. 先 把 杨 算 符 VOIE EHE ME HLRLDES ЩЖ: 
© ы = 16+ 012) + (14) + (24) + (124) + (142) – (13) 
(213) – (413) – (24)(13) – (2413) — (4213916, 
= @ к Ө. + 054, + Oun + OL + ы 
— Apa — Өм. 7 Әһ — Cus - Ou, T Әм 
衫 据 上 题 的 计算 ,正则 张 量 杨 表 分 三 类 . 第 -类 正则 张 量 杨 表 有 三 个 填 数 相 


ШЕ HART: 
| a [Гата Б - b x a Га | 
b а 


— ЖЫ) MT 一 66€ ы _ 29, Б no 7 26,» . 
uoc b Н ЕМЕЛ НЫ Ж, a D b BJ Ar EIB JE EU SE 16 3, 设 原 米 


的 张 量 基 Ou 是正 交 归 一 -的 , 则 此 正则 张 量 杨 表 的 模 平方 为 48. 第 二 类 正则 张 量 
断 表 的 填 数 两 两 相等 , 共有 三 个 : 


= ar Cus 2 Q oit O pobet 2. ава -2 Ou 20 4720 na. 
b| 


其 中 a 和 5 的 取信 为 1, 2403, Hab. 正则 张 量 杨 表 的 模 平方 为 24. 第 三 类 
ЕЛІМЕН, 有 -一 对 填 数 相同 , 另 两 个 填 数 不 同 . 这 样 的 正则 张 量 杨 表 共有 六 


^. 


4 = 11-26112 48*20 ui Өе 
: Өү. 16 ьт Ө Os 
à = 2O „ьт 28 ам 20 aab) 
—2 6 4472 Өлыл-2 ать» 


- 238 - iiie] SURG 


А ....----- 一 一 一 一 一 “一 -一 


T E341; 6231—20 3514720321220 515, 
2 3) 
Өс; Bt Oana l Cinti Өуіз 


1 | 2 
EREJE = О) asi Cue Өзі 04035 
EN 
EN 


А Әз Өзуи-2Өздіҙ-2Өззіз-2Өзҙіз. 


其 中 a 和 5 不 相等 , 分 别 取 2 和 3. Ж Eu PET E ИШ В Ж, 它们 的 模 平 
5 24, 其 余 四 个 正则 张 量 杨 表 的 模 平 方 为 18. 填 数 相同 的 两 正则 张 量 杨 表 互 
AEX. 


6. 把 下 面 SU(6) 群 的 元 迹 混 合 张 晤 表示 变换 成 协 变 张 量 表 % 示 ,并 计算 这 些 表 示 
的 维 数 ; 
G)[3,2,11, (2) [3,2,1 NI3,31, (3) [4,3,1]\[3,2]". 

8 (1) [3.2.3] = [PIN [2,11 = [22,11 N [1] 2 532,1], 


678 
567 
678 456 
56 34 
4 2 
di, ,4(8U(6)) = — 2-896, diata, (SU(6)) = —-——— = 896. 
31 642 
1 531 
31 
1 
(2) [3,2,1]\ (3,31 2 14,3,2,1]\ [2,2] = {5,4,3,2]\11,11°== (6,5,4,21, 
6789101 
56789 
4567 
345 
di 54 (SU(6)) 87 —— = 147840. 
987531 
76531 
5431 


321 
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— — -- 


(3) [4,3,11NX [3,2] = [5,4,2,1]\[2,1]' = [6,5.3,2] N 11 = [7,6,4,3,1], 
6789 1011 D 
5678 910 
4567 
345 
2 

ағалы SUGD = — ` —=612500. 

11986431 
076421 
6 431 
421 
L 


7. [Г 2 F28u8FHB 


- » | ! 
24 Tada СТА ы — 7 64% v EE 


HiT, J E SU(N HE B ВАЕ Нло. 
(1) ж X. SUC ND (22) 阶 混合 张 量 


та = ЪТ (Ты. 
证 明 它 在 SU{N) Ж Bip ЕЕЕ. 
(2) SU( N) 群 不 空 的 (2 2) 阶 混合 张 量 只 能 是 oro; 0520; 的 线性 组 分 . 
(3) RT," R 8 函数 展开 , 确定 组 合 系数 , SUR EBD EX. 
证 тун SU(CN) 群 白 身 表示 生成 元 P. FIXIS БОСМ) (2 2) 阶 混合 张 量 


мі-і 
Т» = > (TA). (Taly. 
4-1 


可 以 证 明 它 在 SUCN) 变 换 中 是 不 变 张 量 ， 


Мл 
O, T5 = X> (uTau Du GT ui 
А—1 
x52 


- Y (ть) Тн GOD G0 = Th. 


A.B,C-! 


. 240 - fiie 2] UR WE. 
因此 它 只 能 表 为 对 SU{CN ) 群 不 变 的 混合 张 量 OL ARE, BI 

N -1 

> (T. Ta ha = рда + 4048). 

A-1 
由 于 T ETHE, Маз-с, MEX a KAL, ЯҢ Np + ç = 0. НАХ a= b= c= а = 
N, 因为 
0, MAN -1 


СГ, Оһ = TE 

v и Ju т? 

一 — - 一 — М — l. 
Um )o HA 


| 
| 
BIA р+а= (N - DIOND, 解 得 p= - (2N) 和 q = 112. 让 完 . 


二 、SU(CN) 群 生成 元 的 谢 瓦 莱 基 和 表示 的 盖 尔 范 德 基 


ж ”把 SUCN) 样 的 生成 元 重新 组 合 ， 得 到 一 组 新 的 生成 元 , 它们 在 自身 表示 中 取 
кк ния, 只 有 相 邻 两 个 对 角 元 为 | 和 一 1，E ,4a 去， 只 有 a 行 
b FETED D, КАШ ЖЖ ЫШ. 特别 选 出 如 下 3(N 一 1 个 生成 元 , 称 为 
ІЫ. З (Chevalley )3& : 


(H,)4 一 8, CO, ope)? 
(Ej) = (Елан) = бағым, Pas М 1, (7.12) 
СЕ, да - (Ешуа )a — 8 ona з 
БАЛА ЕЛ Esa 70,94. аЬ, ВА E F, 的 对 易 关 系 形式 ， 当 
а b FB 
E. — pL [[E Fa Е. E l> 
E, = [on ШЕГУІ НУ 


"E Booz ap ЖЕНЫ жасасан Е аа 因此 对 SUCN ) 群 任 一 表 不 ， ^ 
需要 知道 3{N — DA BE R 3k SEO BOT X, ghi БН Hobbs RC RS AE BEI: X. 
谢 瓦 菜 某 满 足 如 下 对 易 关 系 : 


— — ————— — --- 


бін SUOR 241, 
[H ,H,! = 0, Е.Е, = 8,H,, 
[H,,E,] = 2à,E, — Ë 一 人 Ë, 
[H,,F,|1—-28,F, + G FE, OV UE, (7.13) 
[E E, E, = IF. Е.Қ, АП = 0, 
[E E] = [F. ,F,] = 0, |а — b 122. 


特别 要 注意 , 对 给 定 的 a，, 三 个 生成 元 百 .五 和 下 .满足 SU(C2) 群 牛 成 元 2 T, f 
Т. 间 的 标准 对 易 关 系 : 


[E ‘F |= H (Н,.Е,] = 2E,. [H.,F,]=- 2F., 


因而 构成 的 SU(2) 子 代数 , 记 作 au. КӘ 在 计算 SU( N ) 群 不 可 约 表示 的 状 

态 基 和 生成 元 的 表示 和 仑 阵 中 起 重要 作用 . 

ж ”在 SU(N) 群 的 给 定 不 可 约 表 示 [4] 中 , ЮН, ВТАА ИЕ КА т ЕА, 
H, Im? = m, іт). (7.14) 


对 应 的 本 征 值 m HRON 一 1}) 维 和 所 量 ,， 称 为 权 矢量 , 简称 权 . ШЖ 一 个 权 对 应 多 
个 线性 无 关 的 状态 , 则 此 权 称 为 重税 , 否则 称 为 单 权 , 把 F, 称 为 升 权 算 符 ， F. PF 
由 (7.14) 式 知 ， ТЕРЕН ЖЕ ЕНЕМ т). т, ЕКЕН 
а ВАО RR (а + 1) 的 格子 数 , 因此 都 是 整数 . 若 有 几 个 正则 张 量 杨 表 ， 它 
们 的 填 数 相同 但 填 法 不 同 , 则 它们 对 应 重 权 ， 一 般 需 要 作 线 性 组 合 后 才能 构成 正 
3EU3— 86 m), 单 权时 一 般 也 需要 归 一 化 ， F 作用 在 正则 张 量 杨 表 上 得 到 和 二 
张 量 杨 表 之 和 ， 其 中 每 一 个 张 量 杨 表 都 是 出 原来 的 正则 张 量 杨 表 ， 把 其 中 一 个 填 
z 的 格子 改 十 成 (a IIS. Ai fib t Е Н, m, 减少 2, man 和 
mn, ЖАП, 其 余 不 变 . 这 此 张 量 杨 表 又 都 可 化 为 正则 张 量 杨 表 的 线性 组 合 . 
E 的 作用 正 相反 , 它 把 十 (a 二 1) 的 格子 改 填 成 a. 
SU(CN) 群 的 性 一 不 可 约 表 示 [% 19, 有 一 个 对 庶 单 权 的 正则 张 量 杨 表 , ER 
格 的 下 数 都 等 于 该 格子 所 在 行 的 行 数 . 因此 E, 作用 在 此 正则 张 量 杨 表 上 上 必 使 两 
个 a 填 在 同一 列 , AMAR. 这 样 的 正则 张 量 杨 表 称 为 最 高 权 态 ， 对 应 的 权 称 为 
RAN, МЕМ, 
E, IM} = 0, H. мМ) = M, IM), M. = À, = А 220. (7.15) 


在 一 个 不 可 约 表示 中 , Иа H ан IM ) 通 过 车 十 个 降 权 算 符 的 作用 


м gum 


得 到 . 
k ”对 SU(N) 群 的 任 一 不 可 约 表 示 :4j], 可 以 加 出 一 个 方块 权 图 ,其 中 每 一 个 状 
礼 基 者 对 应 -一 个 标 以 权 矢量 的 方块 ,对 应 最 高 权 访 的 方块 画 在 第 一 行 , 每 用 降 算 
符 作 用 一 次 ,对 应 的 方块 位 置 隆 低 一 行 , 过 到 重 权 则 对 每 一 个 独立 的 态 者 要 男 一 
个 方块 ,用 序 指标 区 分 , 放 在 辐 一行 . 方块 中 填 人 数 的 各 分 量 ‚27 REOS ВГ # 2J 
— Ma т... 

从 最 扁 权 出 发 ,每 次 看 到 有 正 的 权 分 量 m, 0, 就 用 FEE mU, 得 到 子 代 
BL 的 一 个 (m. + 1) 多 重 态 ，F, 的 矩阵 元 也 与 在 SU(2) 的 (m+ 了 1) 多 重 态 中 的 
对 应 值 相 同 . 如 果 涉 及 的 状态 都 是 单 权 ,而 旦 正则 张 量 杨 表 已 归 一 化 , 有 


F. im — nr.) = (бн, = п) (а +1) im- (n +1)? 
2, Маызта, 
(r), = 4- 1, hati, (7.16) 


o, Mib-al»l. 


在 有 重 权时 ,相应 状态 需 作 适当 的 组 合 . 这 样 的 伍 法 一 直 进 行 到 所 有 的 权 分 量 都 
АКТА. 

对 应 重 权 状态 , 通常 按 某 一 个 子 代数 aZ, 的 多 重 态 来 定义 ， 而 属 其 他 子 代数 
沁 的 多 重 态 则 需 按 正 交 归 一 的 要 求 来 组 合 ， НЕ, Е,) = 8„ H, ВТУ 
в. 具体 算法 可 从 下 面 习 题 中 看 出 ,对 没有 重 权 的 表示 ， 计算 变 得 十 分 简单 . Ж 
后 通 得 的 方块 权 图 , 各 行 包 含 的 方块 (状态 ) 数 ， 随行 数 增加 ,开始 逐渐 增 大 (至 少 
жы), 然后 逐渐 减少 (至 少 不 增 太 }, 上 下 对 称 ， ЖА. 
* SUUN) 群 二 可 约 表 示 的 正 交 归 一 基 是 盖 尔 范 德 LGelfand) 首 先 提出 来 的 ， 常 
称 盖 尔 范 德 基 , 对 于 重 权 的 状态 , 他 规定 首先 按 a6 子 伐 数 的 多 重 态 来 选择 ,如 本 
还 有 重 权 , 再 按 汉子 代数 的 多 重 态 来 选择 ， 以 此 类 推 . 他 还 给 出 了 在 SUN) BE 
不 可 约 表示 [4] 中 谢 瓦 莱 基 矩阵 形式 的 解析 表述 式 ， 状 尔 范 德 基 用 NON + 1)/2 
个 参数 jo 描写 , 16 у= Р= N. 这 组 参数 排列 成 一 个 倒置 的 三 角形 : 

LUN EN UC B4N-DN HNN | 


Pus UT Шсы-інкм-9 


ЖЕН М) 


BEEN 243 
对 SU(CN) 群 不 可 约 表示 [Aj 的 一 个 权 为 m Ж, 有 
шн = Ay мы = 0, 
Ны = А-1) = TENTE pu; =< P> = N, (7.17) 
H, | ga? = om, | мы? 
Е, | шы) “= > Au (ра) | Py + 8,404, , 
b=] 
Ь =] 
а+ 1] в ë 1 
ъа TT »» + 2 ми 一 249-2 » 
| 4-1 | 12. 
Ax Cg ) — | ` ШЕРЛІ "Hu ott b — L )| 
к—1 
í "i . U2 
| | ШТІ шм T Ë + b) | 
Х4----- Lob S - р n — | 
ПОЕТОТ 
ит, u – 1 


(7.18) 


HI 五 的 本 征 值 等 于 盖 尔 范 德 基 中 个 数 第 e 行 的 参数 之 和 的 两 信 减 去 倒数 第 a 一 1 
行 和 第 а + | 行 的 参数 之 和 . ELCF, ) 作 用 在 盖 尔 范 德 基 上 得 到 基 的 线性 组 合 , 新 
大 的 参数 是 把 原 基 中 倒数 第 a 行 的 某 一 个 参数 , EWE. DRET, 增加 
【减少 ) 一 . 


ая 面 出 SU(3) 群 的 不 可 约 表示 [3] 的 方块 权 图 ， 并 计算 降 算 符 不 为 零 的 矩阵 元 . 
对 方 染 权 图 中 的 每 一 个 权 ， 请 计算 相应 的 正则 张 量 杨 表 ， 并 标 出 归 一 化 系 
A 

Ж míal- 3 0] 算 出 该 表示 的 最 高 权 为 《3,0)， 对 应 正则 张 量 杨 表 是 


GON). Зз 0] 描 写 完 全 对 称 张 量 , WARI, 因而 每 一 个 权 都 只 用 一 个 
方块 表 出 . 方块 权 图 由 最 高 私 态 开始 ， 因 为 第 一 个 分 重 是 3, PUR F 降 三 次 , 得 
EOD, (1,2) 和 (3,3), 构成 Кт астық а F, 的 矩阵 元 分 别 是 /3,2 Ж! 


B, 已 注 在 图 中 . 新 产生 的 三 个 权 ， 第 一 个 分 量 已 考虑 过 了 了 ， 第 二 个 分 量 都 为 正 ， 
叉 可 分 别 用 F,TEH, mo rmm ess. med ,1) 得 二 重 态 , 新 权 为 (2， 


1245 7. BESSER 
D, Б, ЕЕС 1. 由 权 {1,2) 得 三 重 态 , 新 权 为 (0,0) 和 {1,2), FB EE BE 
六 /2， 由 权 {3,3) 得 四 重 态 ,新 权 为 (2,1), (1, 10Ж (0,3), F, BJ SEE G r | S 
4/3, 2/3. 在 新 产生 的 权 中 ，, 如 第 一 个 分 星 是 正 的 , ШЕН КЕШЕА A PAN 
жт HAO, И EA, 权 为 (0,0) 和 人 .17， 忆 的 各 阵 元 都 为 /2 ,出 权 
(1,239 96, KAC, D, F ИЕ тл 1. 这 些 权 前 面 都 已 经 出 现 过 , АНТ 
的 方块 . 
在 计算 状态 基 与 正则 张 量 杨 表 的 美 系 时 要 注意 两 点 , 一 是 按 假设 , ME OL л 
EZH, 正则 张 晤 杨 表 按 基 展 开 并 归 一 化 后 , 包含 的 系数 是 不 同 的 ， 
= V6 16-12( Cl abe t Out Qut Cua Cat a.) | ' 
[а] |b j= 24/3 (3-2 (0, ӨЗ © ы) } à 
[a [aTa] 6692) 
二 是 用 降 算 符 作用 时 , 要 把 所 有 可 能 的 项 都 算 上 ， 这 样 取 会 出 现 系 数 ， 例如 
mappe P =2[1 |2 |2] 
计算 结果 已 在 图 中 右 半 部 给 出 . 


ЕНЕНЕН 
зоп] 
SOO JURI 
м6 112131 
JEEG AB153131 
5 21313] 


降 算 符 不 为 零 的 矩阵 元 如 下 : 
Е, 13,0) =/3 11,1), Fl1l,1 = 2 11,25. 


F, 11,2) = /3 13,3), F. 11.12 = 12,15, 


ав 


ЖЕЖ ЗОМ) . 245 - 
Е, 11,23 -У210,09, F, 0.0 =/2 1,25, 
F, 13,3) = /3 12,1), F,12,D, = 211,1), 
F, |1,1› 24310,3, F, 12,1? =/2 10,0), 


F,10.00 —/2 12,1), Е,:1,20 = 11,1). 


9. нің SU(3) 群 的 不 可 约 表 示 [2,1 :的 方块 权 图 , 并 计算 降 算 符 不 为 零 的 起 阵 
ж. 对 方块 权 图 中 的 每 一 个 权 , 请 计算 相应 的 正则 张 量 杨 表 ， 并 标 出 归 一 化 
ARX. 


ӨГІЗІ ҮН 


这 去 示 中 有 一个 二 重 权 (0,0)， анаа 2 n A | 


Jr Bu E а ВРА, 因为 两 个 分 量 都 是 1, 可 用 FEA 下: 分 别 降 一 次 ， 
(84401,2310, D, Ж л 1. 这 两 个 权 中 都 有 一 个 分 晤 为 2, 分 别 用 FL 
作用 后 得 2 89 97500,0), GDA и 35:5 (0,0), (2,1), EETA E 
42. AMZER PRA ERO, HD. 可 以 规定 在 o =Ж (0,00 5 RR — T 
态 40,0) ,与 它 正 交 的 第 二 个 态 记 作 {0,0):， 属 w PTUS. 这 样 在 ма 
态 中 的 {0,0}) 访 一 般 是 上 述 两 个 态 的 组 合 ， 


F, 11,2) = 21а 10,0) + b 100,001, 
系数 可 利用 公式 E, F, = F, E YF 
E F, 11,2) = 2a 12,1) 
= FRE, 11,2) = F, |1,1) -12,1). 


ha = 172, 由 上 归 一 化 条 件 定 出 b = 3/2. 这 里 已 选择 态 人 0,0)2> 的 位 相 使 6 为 正 
实数 . 设 
F, 100,03) = а 11,22, F; (0.05? = 5, 11,2), 


把 公式 E; F, = H; 3 FEVER ECCO 0D, E, 49 


ИИИ Brie 780818 


— 


E,F, 100,0), ) = aj 1(0,0))) + аё, 100,00? 
= (H, + F,E,21(0,00,2 = 21 1€0,002 9 3/2 100,09). 


xkBES 1,20 4 (f а ЖЕЗ. 定 出 а, = МІР b; = V 3/2. SUR ZEE, F. 
和 PERESO, DAG, DOE, ЗЕК Ж), 矩阵 元 都 是 1. 
Hp oos m КЕШЕ ae 25 


Ar g -EH(12)-(1 3)-(2 1 3). 


典型 的 方块 权 交 的 系数 如 于 


=2 { 2-5 Qus C) — Ou Osca) J , 
E { 6 7 Әм 4 2694)! i 


MEN 


„(E aj 2 211 
oop ee HO e (BTE BT] 
HP 一 全 一 全 
3 


- V6(12-7(20 1454201576527 Өл 7011-092 }. 


12). ENES 
002-0270 -n [IE - EET BET 


(0,0%) -(3/2) = V6(27 (Ont 87 Onn): 


注意 


计算 结果 列 于 图 中 . 


”第 七 章 SU( NÉ 


РЕНАН EE Ju TF: 

F 11,12 211,2), F. |1,1) = 12,1), 

F, 12,1) -У2 1(0,0),}, Е, 11,2) = / 12 100,0), 5 - м 3/2 100,02? , 
Е, 1(0,0),) —42 12,1), F,1(0,00,» = V 1/2 11,25, 


Е, 100,0),) = 3/2 11,2), Е, 11,2) = 11,1), 
Е, 2,12 - |1,1). 


10. йін SU(3) 群 的 不 可 约 表 示 [4] 的 方块 权 图 ,并 计算 降 算 符 不 为 零 的 矩阵 
元 .对方 所 权 图 中 的 每 一 个 权 ，, 请 计算 相应 的 正则 张 量 杨 表 ,并 标 出 归 一 化 
系数 . 

解 нА] = [4 0] 定 出 该 表示 的 最 高 权 为 (4,0), 对 应 的 正则 张 量 杨 表 吓 

GOD. 表示 [40] 描 写 完全 对 称 张 量 , ӘЖЕМ, 所 以 计算 中 得 到 的 所 

有 重复 的 权 用 同一 个 方块 表 出 . 方块 权 图 由 最 高 权 态 开始 , 因为 第 一 个 分 量 是 4, 

可 用 F, 降 四 次 , 得 权 (2,1)，(0,2), (2,3) 和 (4,4), 构成 世子 代数 的 五 重 态 , Р, 

的 短 阵 元 是 2,x6, v6 和 2, 已 注 在 图 中 . 新 产生 的 四 个 权 , 第 一 个 分 景 已 考虑 过 

T, 第 一 个 分 量 都 为 正 , 可 分 别 用 ЕЛДЕН, 得 到 so TOR ЖЕЖ. 由 权 (2,1) 

得 二 重 态 , 新 权 为 (3,1)，F; 的 矩阵 元 为 1. 由 权 (0,2) 得 三 重 态 , 新 权 为 (1,0) 和 和 

(2,2)，F, 的 矩阵 元 都 为 /2. did (2,3) ЖЖ, 新 权 为 (1 ,1)， (0,1) 和 和 (1,3)， 

,的 矩阵 元 为 /3, 2,43. 由 权 (4,4) 得 五 重 态 ， 新 术 为 (3,2)，(2,0), (1,2) 和 

[0 和 ,所 的 矩阵 元 为 2,V6,Y6 和 2. 在 新 产生 的 权 中 , 如 第 一 个 分 量 是 正 的 ， 则 


” 248 + BE IE 2J BUE E 


-----ғ.------- ---- - 


----------- -- .- -- --- --- --- -- --.------.---.-- ---------- 


要 用 FF 作用 产生 ЕЕЕ ЕО. ТСЗ РІ, BOO, (1,1)ЖП 
(3,2), 第 阵 元 为 /3, 2 ЖУЗ. 由 权 人 2,2) 得 三 重 态 , 权 为 (0,1) ROO , 矩阵 元 都 
为 :2， 由 权 (1,3) 得 二 重 态 , 权 为 (1 ,2), ЖЕЛ. pud ai raso ESI AM ST, 
不 画 新 的 方块 ， 

在 计算 方块 权 图 的 系数 时 要 注意 两 点 , 一 是 按 假设 , 基 Ө 16.7414 一 的 ， 
方块 权 图 按 基 展 开 并 时 一 化 后 , 包 会 的 系数 是 不 间 的 ， 


а [Бе e | -4 v3 {1 2-V*( Oa. ! P T Ө. t O ac) 


t ӘУ, ue + ©. bac + ©... h t Cua 
+@,, Cebe + Cut Є. а) } А 


Й alb|hj -4 v6 {8- : "( (ub t e сіңлі “- (e lernt 


t c NE t © haku t (uus А 
E b КАГА -1 2{ 2-1 Өт El sasa t лык Өњь)! ' 
Ца Га [а [а] 52H Bruat. 


二 是 用 降 算 符 作 用时， 要 把 所 有 可 能 的 项 都 算 上 , 这 样 又 会 出 现 系数 . аж 
已 在 图 中 右 半 部 纵 出 . 


一 


11111 

2[11222;243|1123] 
33:3 A33] 
2233) 201333] 


212333 


3333] 


UE TET ЕН ЛІ: 
FQ14,0 = 212.1,, F, 12,1) — 4610,22, 


第 七 草 SU(N) 群 


Р, 12,1» 一 13.15, 
Е, 10,22 = 42 11,05, 


F 2,3) = 2 |4,4). 
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Б, 10,23 = /6 12,35, 
Е, 13,1) = /3 11,0), 


Е, 12,35 = /3 11,1), 


Fo 11,00 = 2 11,1;, F, 11,0) 242 12,2), 
Р, 14,4) = 2 13,25, 
F, 1,12 = 2 10,1°, F 12,2) = 42 10,1), 
F. 13,2 246 12,0), Fe 10,D = 42 12,0), 
F, 0,1) —43 11,3), Е, 12,0 = / 6 11,2), 


К, 1,3 210,2), F. 11.22 = 2 10,4). 


11 шин SUC BEER UE Z8 SR [3,1 100 УЖ М , TEE RE КРЕ BRL 
元 ,并 对 表示 中 的 重 权 , ЕКЕ LIE DUI КЕ йе Ж E Raok SEXE Ora fY 
展开 式 . 

解 由 [4] = 13 1 算出 表示 的 最 高 权 为 (2,1)， 它 对 应 的 正则 上 张 量 杨 讼 二 


dr .这 表示 中 有 三 个 二 重 权 , 分 别 对 应 如 下 正则 张 嚼 杨 表 : 


аз POD] иш 

3 » 3 

ч " 3 2 1 
11215) (113/3. 

(0,1) E ; 5 


方块 权 图 由 最 高 权 态 开始 ， 因 为 现 个 分 量 都 是 正 的, 可 用 F. 和 下, 分 别 作 用， 得 
光子 代数 的 三 重 态 和 ,区 子 代数 的 二 重 念 ， 三 重 态 匆 新 权 为 (0,2) 和 2,3), КҮН 
ЖЕЗДЕ 2, 二 重 态 的 新 权 为 (3,1)，F; 的 矩阵 元 十 1. 对 权 (0,2) 用 F;TERI, 
得 TUR TES. 权 为 (1,0) 和 :2,2)， 矩阵 元 部 是 /2， 对 权 (3,1) 用 F fF 
H, 得 关子 代数 的 四 重 态 ， 权 为 41,0)， (DAG, 22 ,矩阵 元 为 /3 ,2 3. 这 里 出 
Ж ГЕ (1,0). 可 以 规定 在 v 四 重 态 中 的 (1,0) 态 和 ( 工 , 昌 态 分 别 为 该 权 的 第 一 
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m mr 一 


个 态 (1,0) 和 (1,1) ,与 它 正 交 的 第 二 个 态 记 作 (1,0): 80, 0. 属 :wx 子 代数 的 
TES, F, 的 第 阵 元 为 1. 这 样 , TE LT EORR S GPS CL ,中 是 上 述 两 个 访 
ВЈ ЕЖЕН е: 
Е, 10,2» = dj} | (1,054? + ous (1,0), >, 
Е, 101,0), ) = Ф, 12,2», Е, 100,1).) = & 12,2), 
系数 可 利用 公式 E, F, =F, E, 3H. 

E F, 10,2) = a,4313,1) = F,E, 10,2) = /2F, 12,1) 2/2 13,1). 
定 出 a, = 2/3, ЕЧИБ CL, O0, 的 位 相 定 出 a, = (2 - 2/3)? =. 4/3. 把 公式 
E, F= H. + F,E,TERIRECL0), ЕЛІН 

E,PF,1(1,0,? = Р 1(1,0),7 + b 5; 1(1,0),) 
= (H, + F,E,) 1(1,0),) = (2/3) 10,0, + v 8/9 1(1,0);2, 
ЖЕ р) dt fl. Ы ЖЕЗ, SEU b ОЗ b= 4/3. 

权 (2,2) 第 一 个 分 量 为 正 , 在 Fl 作用 下 得 六子 代数 的 三 重 态 , 权 为 (0,1) 和 
(3,0)，F, 的 矩阵 元 都 是 /2. EO, DIE REG, 定义 在 此 三 重 态 中 的 态 为 (0,1);， 
与 之 正 交 的 态 40,1) 属 A TRAED. 设 

F. 2,35 = сү 1(1,1),) + e (0,153). 
F, |{1,1),) = di 100,10.) + d, 100,15), 
Ғ, (1,125? = 61 (0,15, + £s i0, D», 
Е, ҚОЛА = fill,9, — £410,102 = fa 11,3), 


E F, 12,3) = 2c, (1,00) + c; 101,00) 
= FE, 12,3) = v43 10,0) r 8310,05, 
定 出 e = АЯ со = у 8/3. 再 由 
E,F,IO,D = d, /2.2,3 = FE, 1(1,1),) = У 8/3 12,2), 
ELF, 10,1) = е2 12,2) = Е.Е, 10,19) = v 4/3 12,2), 
EH а, =y A38 е = 2/3. 由 
E.F, 1,1) = (ZS + е) 10,02 + (2/3 + e3) OLD 


PEE ОСМ) 4241: 


= (H, + F,E,) (1,132 = v 89 10,1) + (1 8/22 (1,19), 
ЫЫ 0,1), ЕНІН e, AE SO, 定 出 e; 7/3804, 70. 再 由 
Е.Е, (0,1) = 万 100 + Af 1(0,10,) 
= (H, + F, Ez) (0,1? = (— 1 4/3 + 2/3) 100,14) 9 42 100,152, 


ЖЕН, ЗЕ 广 是 正 实数 , 定 出 ҒА =1 30 f, -/2. Ж Е, ЕНЕ 1,32 
FABA. 466) ES, BOY П.2), REETA 1. 把 FAAEA B, 242,0) 
上 ,得 


F, 13,2) - 4212,05, Е, 12,0) = 42 11,2). 


全 部 结果 已 标 在 图 上 . 
111] 
2 
112 111 
3 
z 113 122 4 
3 2 2 
= 123 - 113 
32 м B 
LESE C 227 
133 223 
3 Vi 3 
233 
3 
112 1 113 
Ға = ! a 
1. Алңч3 3 3 2 1 
122 4 123 
__ Г -- — 
it 2. B= 3 3 2 Ы 
_ 123 133 
3. С=7 3 2 


现在 讨论 正则 张 量 杨 表 的 归 -- 化 系 数 和 重 权 对 应 的 正 交 归 一 状态 问题 . 为 了 
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利用 第 5 题 的 计算 结果 , 设 正 旭 杨 算 符 党 对 应 的 正则 杨 表 为 ， 


Waa = IE + (12) + (14) + (24) (124) + (142) 一 人 3 
—(2132-(4133- (24)(13) – (2413) – (421 391, 
— Ө ыз + Ө мы + @ ы + i, + C) us + Ou. 


_ Lo ш Qu. ЕЕ Ou Е Os ЕЕ ЛЕ” ш Өш. ` 


gu mI By аР H 
Te 15) .[818T& 
d! d a | 
a a ja alb) ñ 
na 4% [vr + 
ЖЕЛЕ 24 аюу ig 


1 = ] 
(1,0) УТЕ, B, D = IF, Im 


“AP PTH pE) 
_ 31 [112]. VLBSENEN 


Е 2 


-44316 (30,5; + 3655 + 365 
E (3 o1 u ui ш 611; Б (3531 


i Өңі - 2 T 615 ЕЕ (335 ш Өзі ) | ， 


(1,0042 = 43/2) E 0,27 - 2/3 0,0015! 


772 —[1l1l2: 1113 
oma ES ара 


жя SU(N)BE | 253 ， 


- v nm i -ai a т= -— ------ — — - 


— 443 18 2 (20,5 + 2 6914 + 20 n стр 


1 
n 2" i из - зу - Gu Т“ Go ) | > 


КТ,1),) 22 FKL,0 -7VIAZ2FTB.D -12Fi 


amp Ip a різ) 
3 
лб ар?) 


-443 l6 1 (38.2 +3015 + ЗӨ 
m Gus - Oh; - O57 Өз 
- (Ө 1322 E (3455 т Өзі» ЕЕ з - (35154 | ` 


; э, аны 
D) = F,O,0,) - ЗЕ -уяН- 


-4У/2118 H Opa + Ө, + Өзі + Ou 


| 
+ Hi + Өз 72057 20.3: = 20ұ2 21, 


_ | EB ЕН 
(0,153,272 CE D.2522 ^F, ИШЕН 
ШЕ Қан 
MER 
TBI BB 
"Y > 


—443 112 С, з + Ө; T Os T Өзу т On + ЕБЕ: 


7 0:33 m © 2213 m 41 - Gu m әз - Өз) | ， 


REA 群 论 习题 精 解 


mir 


0,13,» = 131 F 1,1,» -wv 2{3(0,1),)! 


тә 2 l 
=, Е, - ум И 2263. 3 13 


=4/3|6 "^ (By + Ona Өзі 7 63,5 7 Oma - Ou) E 
降 算 符 不 为 零 的 年 阵 元 如 下 : 
F, 12,1) = /2 10,2), F, 12,1) -13,10. 


Е, 10,2) = 2/3 10,0)» + 4/3 1(1,0),), F, 10,2 = 42 12,3), 


Е, 13, D - 43 10,0), Еу 10,05)? = 10,02, 
F, 12,3 = VT G.D O r 8310,00), — F 10,0) = V 4/3 12,2), 
Е, 0,04»? = 2 (0,035), F, (1,02 = / 2/3 12,2), 


F, 10,09) = 2/53 100, +13 0,1). — F,12,2) = {2 |(0,1),2, 


F, (1,1) = V4310,D, F (5,042? = 43 13,2), 

F; 1(0,1):) = 2 11,3), F, (0,1), 一 11,3), 

F, (0,1%) -У2 12,0}, F. 13,2) = 42 12,0). 

Е, 11,3) =11,2), F, 12,0) 242 1,2). 

12. 对 SU(3) 群 的 不 可 约 表示 [2,1j， 把 用 正则 张 量 杨 表 表 出 的 正 交 基 与 盖 尔 范 


德 基 联 系 起 来 , 用 公式 (7.18) 计 算 E, 对 下 面 两 个 基 的 作用 : 
210 | 210 
10 ) | (2) га ) | 

| B 


解 ОСЗ), L| REA AE US, EH -其 的 正则 张 量 杨 表 已 在 第 9 题 
中 计算 过 , 它们 和 盖 尔 范 德 基 有 一 一 对 应 的 关系 : 


(1) 


第 七 童 SUCGND)RE 
11 1 2 l 
1,1 = B = 2 
2 2 
_ 2 2 ] 


2 d ”) 2 
E, [ 0 = A 2 
l l 
1 (1) 4-1) CC 3 
Auc] (-2) (3) | 
14-2 0)0 (1) 0-1) 
Аз = \ "QUO 


再 计算 EE 对 态 K0,0)2) 的 作用 : 


. 255 ` 


— 


-JED wM (CDS. 73 
Ba = |0002) | суз? 


13. 对 SUI3) 群 的 不 可 约 表 示 [3,1], 用 降 算 符 二 和 КУРЕНЕ ИРДЕ EUG X F 
的 方法 ,把 每 一 个 正 交 上 时 一 基 都 用 正则 张 量 杨 老 的 线性 组 合 表 出 ,并 计算 
BORIDA КЕКЕ. 同时, 请 把 正 交 归 一 - 基 与 盖 尔 范 德 基 联系 起 来 ， 
用 公式 (7.18) 举 例 计 算 降 (或 升 ) 算 符 的 有 关外 阵 元 . 

解 ” 这 道 题 看 起 来 与 第 11 题 有 些 重复 , 但 第 11 题 是 几 方 块 权 图 的 方法 计算 ， 相 

ИЙ ЕИ ЫЗ ЗИ АВЕ РЕТЕЛ. 通过 这 两 道 题 的 计算 , 说 明 这 三 种 万 

ihe, 但 是 方块 权 图 的 方法 更 简单 一 些 , 有 卫 适用 于 任何 非 柯 贝尔 单纯 李 

RE 小 则 张 量 杨 表 方法 可 与 张 是 基 联 系 起 来 ， 基 的 物理 意义 更 清楚 ， 盖 尔 范 德 基 

六 法 完全 是 公式 计算 ,更 现成 一 些 ， 

在 用 正则 张 量 杨 表 方 法 计算 生成 元 的 矩阵 元 和 正则 张 量 杨 表 的 妇 一 化 系数 

上 时， 可 用 各 种 不 同 的 计算 途径 和 技巧 ,希望 读者 能 体会 这 些 技巧 的 实质 ， aE— ix 

= 地 去 理解 . 正则 张 量 杨 表 一 般 既 不 正 交 ,也 不 归 一 . 在 第 11 题 中 把 正则 张 量 杨 

ЕЛЕНЕ o, 的 组 合 ， 这 起 主 算 正 则 张 量 杨 表 汐 归 一 化 系数 的 好 方法 . Ж 


— 
даа H 的 系数 为 1， 划 对 其 他 正则 张 量 杨 表 可 能 需 来 一 归 


БЕЗЕП ТЕ qp КЕ 等 


y 了 便于 比较 ,对 重 权 的 态 , 我 们 -- 律 采用 盖 尔 范 德 基 方法 的 规定 , DIR си 
子 代数 的 多 重 态 来 定义 状态 基 , 如 还 有 简 并 , EHE 坟 子 代数 的 多 重 态 来 定义 状态 
xk. 依 此 类 推 . 这 样 , 在 计算 中 应 尽量 先 用 Ғ.Е РЕНЖИ, 因为 有 关 的 FPE 
元 是 已 知 的 , 由 此 可 确定 有 关 态 的 归 一 化 系数 和 位 相 ， 还 不 能 确定 部 分 可 骨 EI 
,的 作用 来 确定 . НАА РАЯ, 计算 中 花 括 号 里 的 组 合 代 表 正 区 归 一 
A. 

Bm Bc OSEE 1E DUI SC ooo e Ro FERE T RA 行 数 所 得 的 杨 表 .FF 的 作用 
是 把 不 数 1008058 2. i FRI SUO ECC REB el, CARA 2 BL p, ЖІ 
BER BLUR 2. 有 多 少 个 填 数 1 可 改 成 填 数 2, 就 决定 了 它们 攀 成 4 РАО 


第 七 音 МУ 2257 - 


重 态 . 类 似 地 ， 殊 的 作用 是 把 填 数 2 改 填 为 3, 对 应 的 多 重 仿 属于 o TIVE. ЈА 
数 集 合 相 同 而 填 法 不 同 的 正则 张 量 杨 表 对 应 重 艳 . 最 高 权 态 所 对 应 的 次 尔 光 德 基 
中 每 - -个 填 数 都 与 它 右 下 角 的 填 数 相间 ， ма 二 Hais-i): 在 满足 ta = Mai- 22 
Шол ІЛЕГЕ, 若 从 下 面 数 第 а 行 的 填 数 可 升 或 降 , 则 表明 存在 A TRENE 
重 态 , 在 已 的 作用 下 ., 这 第 a 行 有 一 个 填 数 降 1. 如 有 几 种 降 法 则 表明 出 现 重 
T. 

L3 Pq 42 ОЛЕ ЕЕ ХЕ, 


HL - 
2 


AD 1 TRORA 2. — T BER 2 可 改 填 为 3, 因此 得 TNR = ESI 
.包子 代数 的 二 重 态 ， 


| (310 
AHT]. МЧ ) 
LZ: | 2 


对 最 后 一 个 态 有 二 个 十 数 1 可 疏 填 2, 因此 有 FS ИЧЕ ду. 
F Gpp. [112] + 
‚Кз 3 
310 
1 3 
= уз {у БИЛЕР vah) -a ^ ) 
HE, A[2T CP yH 


_ 1 3 | 
пани 
1 
3 3 


“58 желе 


Саны а 
310 
арх ds 30 к 
0 


中 间 两 个 态 的 权 是 二 重 权 , 与 它们 正 交 的 态 构 成 i 子 代 数 的 二 重 态 . А rE Bi 
一 个 态 用 五 作用 得 零 ， 后 一 个 态 用 Е, 作用 得 零 , 因此 得 


- 310 
БЕНЕН 
Via LLL ABE 
ДИНИНЕ 112131219 
n {ya HHD- apb- 21 y. 
l 


аланы AAFS. Ја GERUCH Eie RE REI Bs 展开 的 
1 
ЭЕ, 前面 已 介绍 . 另 一 种 是 通过 站 多 重 态 来 确定 . 把 rnea HHH 


L нына 2 TRATES, Hob Ad — cse Ju PE ВАК Ен СЕНІ 
A, 系数 平方 和 等 于 ЕДЖ ЙОТ Л. BI 2. 
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由 此 得 
310 
Че те rms [7] 
А 
310 
- anta UT - 25 20 ) 
2 
310 
фр) 
| 2 


' 310 
EAE Е 42 | 20 ) 


2 


再 用 FER, 得 a TIR T EGG: 


„(217213 


中 间 的 态 又 对 应 重 权 , 与 之 正 交 的 态 属 总 子 代数 的 单 态 : 


310 
app. a) 
| 


- 259 ， 


: 200 - BEIC OI UE gt 


—— 一 


现在 把 FF; 作 用 在 4 TRR BS E X TiTi 上 ,计算 Е, MERRE 


FAN 2 ppp 
| 


ЕНГЕННЕН 
VI 
шын) 
310 
" ) 
l 
A PE СЕНЕН зо) 
i | 


-vH _ sKSESES — A3 3 
3 


EE 


(310 
Bod 3 0 ): 8/2 
1 


11213 313 11315) 
мари. ааб 
3510 310 
- 2/3 TOER 110). 
| | 
- 310 
1|2]3j_ 11313 EZ Ж 
ZUR 1 


айш F, 作 用 在 APACHE REUS HE, 得 


最 后 ， 


为 方便 起 见 , 我 们 列 出 在 表示 [3,1] 中 正 交 归 一 基 和 盖 尔 范 德 基 的 关系 ， 


310 310 | 310 
3 ] ， 0,2} =] 3 1 23) — 3 1 ; 
3 2 | 1 


310} 310 310 
10 д (lJ) = | 21 ‚ 2 一 | 30 ) 
x і | 0 


2.1; 一 


КАЗЫ SU(N) ов. 


оғ - 群 论 习 题 精 解 


— т - — —ə.h —ə 


TEUER ЛЕЛЕ НЕ ыы л КЕЛН Дақ (7.181 Ж. 下 的 生成 元 是 显 
$889, yx HEB ЛА ҒАНЫ Елі. 


i-(2-0-1«2-1)((3-0-142)1-0-2*2)0-0-3-2)|^ 
4" 1 3-0-1-28-0-1*2-1) 


= 2/3, 
—{2—2-1+1-1)(3—2-1+1)(1-2-2+1)(60—2-3+1)|'" 
9-1 | (1-2-2+1)(1-2-2+1—1 | 
= y Af3, 


-(0-0-1-2-DG-0-122(1-0-242)0-0-3-2)]" 
= | {з-0—1+2(3-0-1+2-—1) i 


人 


d |-ü-2-1:1-DG-2-1:D0 2-2. 9-230] 
= waw 一 _ - 


= „/8/3. 
计算 结果 与 第 11 ВАПА TE ERRORS ERAT. 


14. 计算 SUBE AUR ОО Lt Soft D o XE OCURRE B E X SER 

A - * А 
м ЖЖ БОСА), жили НЕ АН (E CREE ДТ 
的 , 例如 本 题 要 计算 的 SURMAT НЕН EER: 


AEE Му 


* 263 + 
6x3-— 10 +8, 


ЖЕ ЖИ Jj Beds F8 B8 23 ЖИ е Ж fti ҰАТ Яр P XXE ЯК. 为 
此 , 先 画册 参加 乘积 的 表示 [214 和 [1] 的 方块 权 图 . 


设 组 合 前 的 状态 基 用 руда. 组 合 后 的 状态 基 用 io 标记 ,其 中 [xj 
是 克 莱 布 施 - 蕊 登 级 数 中 可 能 出 现 的 表示 , и. v Жо 分 别 是 表示 [21, [11 和 [a 中 
状态 的 权 . КИЕВ ІНІН) ҰН, (2,0) + (1,0) = (3,0), 它 一 定 是 单 权 , 而 
目 昆 壳 药 布施 - 龙 登 级 数 中 一 个 表示 的 最 高 权 : 
131,(,0)) 21(,0), (1,00). 


RISE шш 3m L3 140 ЖБ РО ЖЕ ЖОЙ RR SR ЕРЛІ, 在 出 现 重 权 时 矩阵 元 可 
以 暂时 空缺 ,当然 在 表示 [3] 中 不 存在 重 权 . 降 算 符 对 组 合 前 后 状态 的 作用 由 下 
式 计 算 : 


F Ao) = УРА (Е) ПАЇ), 
T 
Е, FH = SIDE.) PTS + > Do, CE,) шыу) . 
此 


x” 


现在 用 降 算 符 对 最 高 权 作 用 . 


E НИМ СНЕ 


一 一 一 一 一 一 一 


---- --- 一 - 
—- — ——— — 4 — PU 


| 


13 102,0), (1.1) + V 2/3 1(0,0,01,0X ， 


ТЛА ТЕН ЖО ЕЛ DNE, E ЕЖЕН [uj Ir РЕН | SCRI UL t 
计算 得 的 具有 此 权 的 状态 数 ， 如 果 还 有 多 余 , 则 说 有 在 克 菜 布施 - 戈 登 级 数 中 有 
以 此 权 为 最 高 权 的 表示 出 现 . 在 表示 [13] 中 权 (1,1) 是 单 权 , 但 在 乘积 空间 中 权 
(1, 了 是 二 重 权 . 这 说 明 , 在 克 菜 布施 - 戈 登 级 数 中 存在 表示 [2,1], НЕСЕ ЖЗ 


[2,1], 0, = V 11/2 12,0), 0,1) -1(0,0, (1,00) 1- 


此 式 也 可 用 升 权 算 符 作用 为 零 的 条 件 来 计算 . CT IKPA ДИЛ ЭРК. 其 他 状态 
的 展开 式 就 很 容易 计算 . 计算 中 要 利用 方块 权 图 中 已 知 的 生成 元 表示 和 矩阵 的 数 
值 ， 计算 的 每 一 个 结果 , 要 检验 等 式 两 边 权 是 否 相等 , 即 o= jy +v, 要 检验 计算 
得 的 状态 是 否 正 交 归 一 . ЯТ ФНЯМЫ ПЕ, КЕЛІНІ. 

下 面 先 算 表 示 [31 的 状态 展开 式 . 


13], 0,2» = (12 F, 113),(1,1)) 
= US 0,21. CC Do + 16110, 0,12 +2 12,2), (1,0): i 
= 1/31/2 1(0,1),(1,1))+1(2,2),(1,0)›). 
131,,32) = V USF, 1,31,00,2)) 
- 0/312 10,2), 0,00 €10,22 ,0,101 210,2), (5,15), 
[31,021 = F413], 0,0) = V 310,0, (00, D) € 2/3 0,0. 0,0), 


1131,00,0)) = v I2 F, 1231, 2,07 
2 K1310,0,0,D) 1G DOLIO 60,0, 0», 


[0 0) 权 也 是 一 个 主权 , 在 表示 [3] 中 是 单 权 ,在 乘积 空间 是 一 重 权 . 我 们 还 需 计 
牌 在 表示 72,1] 中 此 权 的 重 数 ,才能 确定 在 克 莱 布 施 -巧合 级 数 中 是 否 存在 表 不 
[0] 事实 上 ,在 表示 [2,1] 中 权 (0,0) 是 二 重 权 ,这 说 明 在 克 菜 布施 -文登 级 数 中 


不 存在 表示 [0]. 
[3], (2,1. = V IF, 1[31.(0,0)5 
2 FAV IQIDUOLDD 10,0 0. 09 110,0, 0,021 
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_— sə <N v ———— 


= /1/311(2,2),00,D5 € 72 (1,0), (1,10), 
[3],C,2» = V 12, 1031, C0,0)) 


= M61, DO, D3 911,10, 00,192 2 160,2), (1,0071 


= /Á[gM3W21C0,D,600,DI 100,2), 1,0), 1, 


43], C DO = F, 13],CU2X 


i 


/ÁM3W210,0),00,1) 910,2, (121, 
[3],(0,3)) = УЗЕ, 3), QO,10Y 
= (01/3312 10,29, 00D 100,2 (0,121 -1(0,2),(0,102. 
入 算 表示 [2,1] 中 状态 基 的 展开 式 .. 
[2,1,,00,,2)? = F, 12, EJ. CL D)? 
- 81 1(0,1),(1,1)) -10,D0, 0.109 -/210,2), 0,0» 
-/3310,D,0,02 242 12.2), (1,0)? 1, 
112,11,0,139 = F, i[2,11,(1,1)) 
= /З/ЗМЗ (2,0),(0,1)) -10,D,OG,0»i, 


MÆR F AIS 2,1], 2, D 115000,0), 把 F, 作 用 到 访 |[2,1],(1,2)? 
ЕНІН d (0,0). 因此 在 表示 [2,1] 中 权 (0,0) 可 能 是 二 重 权 . B PE P| bt a 
(2,1,0. АТЖ ЖА. 1725 112,11, (0,00, RES. АНЯ 


[2,1], (0,00, 7, 
((2,0,0,0), = VIF, 12,1], Q1» 
= / 1/612 100,1) (0,17 -OD GOD) 710,0, (1,9571. 
然后 把 ЕЛЕНДЕП 2,15, 0,22? Е, BARAA EM: 
F. 1[2,11,(1,2)) = a 112,1], 00,0) +5 112,1], (0,0277 
HOD 0D +41 ,TD 2,0,0). 


根据 与 态 [[2;,1],(0,0)1) 的 内 积 确定 а = ур, 然后 减 掉 这 部 分 后 , ЕНЕ 
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. 
А -------- -------- a -一 一 一 — 


елінен 
--4L, ЖИНЯПБ(2,11,00,00Ж А ШЕ ЕЛ. Б: 
F. 112,11,11,239- v 1/2 2,11, 00,0), 


= 30.939) D O02 710,0, 0,001, 
HI b= 3/2, 


|°72,1],(0,0),; = V 12110,D, O1» 7110), 0,00) 1. 
其 余 状态 就 很 容易 计算 了 . 


"72,1],(2,1)› = V V2F, 112.1].(0,0),› ` 
TDWS 1(2,2),(0,1)) —10,0), 0,01) —10,0), 01.12 
= / 1312 (2,20,00, 09 -10,0), OG, D 
F. 1{2,1]1,(0,0),) = 1/612 101,0, (00,1). 710.0, (0,0 
—42 1(0,2), 1,0051 


- 19 ТАСТ, 19,00,10) -21(0,2), 05,00), 
即 


F,1[12,1],€0,00,) = V 1/2. [2,11,0,2». 


[2,115,020 = V 13110, 00,10 -У2 (0,2), (1,0 1. 
最 后 ， 


Е, 1[2,1],(0,0),) = V V2i (1,1),(0,1)) -42 100,2), (1,0077 


= 3/2 [2.1], 41,2), 
[2,17 0, DD = ЕЖ, 112,11,(1,2)) 


- /71]311(1,0),(0,1)У -21(0,2.0,1»1. 


= SUGEA T сілте ik 63180 B S 


* 让 微观 粒子 的 强 相互 作 用 中 有 同位 旅 守恒 ， 对 称 群 是 SU{2)， 自 身 表 示 的 至 
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BA и HL d ©, “ПЖ ЕЗЕН [п] ЖЕН МЕРЕ. 把 下 一 个 夸克 ЫЖ, 
РЕЖЕ ES ШОРУ BU HEEL и ЯШ d xvm E, 它们 构成 近似 的 味道 
SU(3) 对 称 性 . 尽管 这 对 称 性 只 是 近似 的 , 但 和 在 粒子 物理 才 展 的 历史 上 起 过 重要 
作用 , 奴 穗 今日 它 还 有 一 定 的 近似 佑 算 的 作用 

SU(3) 群 是 8 阶 紧 致 单纯 李 群 ， 秩 为 2, 而 是 两 个 互相 对 易 的 生成 元 有 重要 
的 物理 意义 . 在 自身 表示 由， 人 了 描写 夸 上 移 的 同位 旋 第 3 分 量 , TEETE SCR 
ші Y. 


1 0 0 ! 0 0 
т, = јо -10., Y=2T- J 1 0 1 o|. (7.19) 
(73 | BSTS 
0 0 O 0 9 -2 


正 因 为 SU(3) 群 前 秩 是 2，SU(3) 群 不 可 约 表示 空间 的 状态 可 以 在 以 TUI Y ФЕ 
坐标 轴 的 平面 图 形 中 表达 出 来 , 这 种 图 称 为 平面 权 图 . 一 . 秩 李 群 不 可 约 表示 的 状 
态 都 可 用 平 而 权 图 来 描写 . 平面 权 图 的 特点 是 直观 , 因此 在 粒子 物理 理论 中 得 到 
J Zh i. 


15. mE ПО уЗ, ТАЗЕ hi EZ ESL, 207 8E— TIL, 标 上 相应 的 正 
则 张 量 杨 表 { 不 必 正 交 轨 -…). 
解 
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i 


一 -一 -一 一 —— 
——— 1 — - -. 


16. ЖН аА, ud 5, = - 1/2 的 中 子 味道 部 分 
和 上 自 旋 部 分 波 函 数 的 形式 ， 
解 ” 中 子 由 三 个 夺 克 组成 , TOAST, 按照 党 米 统 计 的 要 求 , 它 
ШЕН РАН ЯЛАР АНАНЫ Ж. 假定 中 子 内 部 夸克 轨道 角 动 量 为 零 , BREF 
数 是 颜色 , 味道 和 自 旋 三 部 分 波 函 数 的 乘积 的 组 合 . 中 子 必须 处 于 色 单 态 ， 即 颜 
色 部 分 波 函 数 在 冒 换 变 换 中 是 完全 反对 称 态 ,因此 味道 和 月 旋 波 郴 数 的 乘积 必须 
RR кийли HIS, LTEM кен 
I, 而 自 旋 部 分 属 二 重 态 ，S; = - 1/2. АЛ МФ EE BE 2.1]. ИЮН ТРА 


应 的 正则 杨 表 为 上 -2 . 则 味道 部 分 波 函数 的 标准 基 有 两 个 态 : 


ar —udd-dud-2ddu, 


GE —udd-^ diu 2dud, 


自 旋 部 分 波 函 数 的 标准 基 也 行 两 个 态 : 


=(+-—)+(— + —)—2(— — +), 


+ -| ax LA 
(234————  =(+ > M( — +) -2(- + -). 


| 


在 这 组 标准 基 中 ,置换 群生 成 元 的 表示 和 矩阵 为 
_ 11 


I! -1 1: 
D^ 2) 一 | | ‚ p?1(1 2 3) 一 
Ө -l 


0 


它们 在 直 乘 表示 牛 本 征 值 为 1 的 共同 本 征 矢量 为 (2 1 1 2)/. МЖ ЯС 


s. ының ра) 
Іле раб най 


= judd t dud = 2ddui - MC r--2- 6-92 


+ judd + ddu — 2dudi * 3i(* ——2 — (—+—) 
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一 一 < ч-- а 
一 -一 


= 32u.d d. -d u d. — d.d ич — u dd, - d ud, 
*2d dou, —u.d,d.— d du. -2d ud |. 


为 了 归 一 化 , 可 把 前 面 的 常数 3 W B 1/18. 
Ш. AEST E UR 


Ж W misli SUNRE DIARRA TPE AS ЕЛ ИЕНІ, 这 类 问题 
属 大群 不 可 约 表 示 关 于 和子 群 的 分 导 表 示 葛 约 化 问题 . SUUCN ) 群 有 三 类 重要 的 子 
BE. -- 是 SU(N -1)CSU(N), E SU(N)xX SUC M)CSU( NM), ZÆ SU(N) 
x SUCMDOCCSUCN + M). 

Ж SULN HIER] ZAR Lo JS T THE SU( N - 人 分 导 表 示 的 约 化 方法 可 由 正则 
sk pode pU B. 对 SUN 一 1) 样 来 说 , ОНЫ N 的 张 量 指标 保持 不 变 ， 而 在 正 
则 张 量 杨 表 中 填充 N 的 格拉 只 能 处 在 每 列 的 最 下 一 格 ， 去掉 填 № 的 格 正 好 得 到 
子 群 SU(N - 1) 木 可 约 表示 的 基 . МТА ] 中 去 看 着 干 个 (包括 等 个 ) 各 列 
最 下 格 , 得 到 杨 图 -yw ], 它们 就 是 在 分 导 表 示 约 化 中 出 现 的 SU(CN 一 1) 群 表示 : 


Allal du (SUN) = > du (SUON - 1), 
(7.20) 


-一 


Ақ XR (ма S Ама & муо SOU S p © À> S< ра 5. А1. 
这 方式 可 以 继续 进行 下 去 , 把 SUCNO SER RI ZU don A JF PE E 
SUCN) D SUCN - 1) 22-5 SU(3) D 5002) 


中 各 子 群 表示 分 解 . 

k SU(NM) 群 的 每 一 个 张 量 指标 a 都 由 两 个 指标 (ai ) 合 成 , 其 中 a 是 子 群 
cLU(N) 的 张 量 指标 , 而 i 是 子 群 SUCM) 的 张 量 指标 ， 当 把 SU( NM HIEAS UL Ж 
mo] BR SU( N) x SUC M) AES GR PET IESUS [A ОЛАРЫ, = 
杨 图 的 格 数 A 是 一 - 样 的 , 都 描写 这 яп 个 指标 之 间 的 置换 对 称 性 . 这 on 个 指标 的 
每 一 个 都 分 为 两 部 分 , 把 i 部 分 固定 ，a 部 分 具有 以 [4 标记 的 置换 对 称 性 , 把 a 
部 分 周 定 ，; 部 分 共有 以 [4 ] 标 记 的 置换 对 称 性 ,两 部 分 都 变 则 具有 以 [%] 标 亿 的 
置换 对 称 性 . 因此 置换 群 表示 [ w 1 必须 在 置换 群 表 示 LA4] 和 [yp] 的 直 烤 (内 积 ) 约 化 
中 出 现 : 

[Alx [ge] = [we] 


Su. 它们 作为 么 正 宪 阵 群 的 表示 , Ее ] 的 行 数 不 能 超过 ММ, ARL 19947 


420: 200 желін 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


数 不 能 超过 М, ФЕ zj 的 行 数 不 能 超过 M. 

k SU(N+ M)W B ГІНІҢ а 都 有 两 种 可 能 的 取 值 ,或 者 取 子 群 SU( N > 
的 张 量 指标 а, 或 者 取 子 群 SU(CAT) 的 张 量 指标 ;, "HE SUC N + AD) 群 不 梧 约 去 
ЖЕН SU(N) x SU(CM) 的 分 导 表 示 按 子 群 表示 5 |б© ТА, МИЯ 
"4 的 略 数 和 杨 图 [| 的 格 数 是 不 确定 的 , 但 它 人 的 格 数 和 等 于 杨 图 | o LA FT. 
在 张 量 指标 的 置换 中 , 全 部 指标 分 为 黄 部 分 , 第 一 类 指标 a 其 有 了 以 | acm E 
换 对 称 性 , 第 二 类 指标 i 具有 以 Lp] 标记 的 置换 对 称 性 , 合 起 来 其 有 以 .wj; 标 记 的 
алал. 因此 置换 群 表 示 [w ] 必 贷 在 置换 群 表 示 [A 和 和 [yp |] 的 外 积 约 化 中 由 
ci. 


[a] S [lel] = [wl р. 
这 分 导 表 未 的 约 化 ,可 用 立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 来 计算 
[wl а, lA Eel, 


da (SUIN + M)) = Sia? d. (ЗОМ), (SU( M)). 


它们 作为 乏 正 算 阵 群 的 表示 , 杨 图 [1 的 行 数 不 能 超过 (NN + М), 杨 图 [Aj 的 行 数 
жыны м, 祈 图 [| 的 行 数 不 能 想 过 M. 


17 把 SUL4) 群 表示 [3,1] 关 于 SU(3) 群 的 分 导 表 示 约 化 ， 并 列 出 SUCGOSEI T 
可 级 去 示 状 态 基 的 正则 张 量 杨 表 . 
解 SUf(4) 群 表示 2 3,11 的 维 数 筷 
456 


` 3 _ 4r 
d 4 1 GUD) — 421 — 45. 
h 
它 关于 气 J(3) 群 的 分 导 表 示 ， 分 解 为 SU(3) 群 六 个 不 可 约 表 示 的 直 和 , 它们 及 其 
状态 基 的 正则 张 量 杨 表 分 别 列举 如 下 ， 
1) 表示 [3,1], 15 维 , REREN HN 
|11 111 112 112 11 3 


ЖЕЕ ЗУХА) 027] ` 


T — ---- — U — -一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 -- 一 一 


133 133 222 223 233 
2 3 3 3 3 | 

2) d [3,01, 10 ®, ЖА EB ШКЕ 
111 112 113 122 123 


3) 表示 [2,11, 8 Ж, 状态 基 的 正则 张 量 杨 表 为 
114 114 124 124 
2 3 2 3 


2 3 3 3 
д) 表示 [2.0], 6 EL CST TOES E 
114 124 134 224 234 334 


1 * 3 Ы * 


4 4 4 4 4 4 
5) 35e [1,1], 3 4, IR SEGUE ИЯК B EROS 
144 144 244 
2 7583 | | 
6) dex [1,0], 3 维 , 1832535589 1E USE EUR М 
144 244 344 


мыз 


4 ”4 4 
18. 把 SU(6) 群 如 下 不 可 约 表示 . ТЕ АГАР SUCI )S0SUC2 BAT Sex, 分 别 控 
子 群 不 可 约 表 示 分 解 : 
гар (1.1), 121, 13), 2,41, DLI, 12,171. 


й ЖТ, sU(3) 群 的 表示 描写 味道 多 重 态 ， «ао АНЕ НЕ 
Bd. 这 些 表 示 都 用 多 重 态 n moo. 


2222 EEG] BOR AR 


Тех 


6 ~ (3,2) 


CD 上 


~ (3*,3) (6.1) 


-n.H. e[ T 1«[ T] 


~ (3*,D (6.3) 


= (10,4) + (8.2) 


р а Рат 
РР: 


70 = (10,2) O (8.4) 3; (8.2) 1 


Lame ЕЕН 


(1,4) + (8,2) 


мә 
2 


f 


щл 
= 
t 


cL 


b 
= 
|? 


35 = (1,3) Б (8,1) 55 (8,35) 


特别 注意 表示 [3] 和 表示 [2,1] [1] N C13" KAHE. 前 者 给 出 低能 重子 可 能 的 
ZES, 即 自 旋 3/2 的 十 重 态 和 自 旋 12. 的 八重 态 , 而 且 因 为 它们 钼 在 同一 -个 


SUO ЕР, 所 以 衬 称 相同 (相对 质子 宝 称 为 正 )， 后 者 给 出 低能 介子 可 能 的 
多 重 态 , 即 自 旋 1 的 单 态 , 自 旋 0 a A BAS, 和 有 自 旋 1 的 八重 态 , 它们 的 于 称 相同 
(实验 确定 为 负 ). 这 正好 与 20 НЕ 60 年 代 初 实验 十 已 发 现 的 强 子 相 聊 合 . 这 些 
下 是 当时 强 子 SU(6) 对 称 性 理 沦 的 成 功 之 处 . 在 SUt6) 理 论 中 , 用 SU(2) 群 来 摘 
HAI, 决定 了 这 理论 只 能 是 非 相 对 论 的 , 高 能 粒子 物理 的 许多 现象 元 法 用 此 模 


19. 把 SUG5) 群 表示 和 1], [1,1] 和 [2,1 MEA TEE SU(3)69SU(2) 的 分 属 表 不 ， 
分 别 按 子 群 不 可 约 表 小 分 解 . 

f 7E 1974 年 提出 的 大 统 -- 模 型 中 , 需要 研究 SU(5) 群 各 不 可 约 表 示 ， 作为 于 
H SU(3)CSU(2) 的 分 性 表示 ,， 按 了 群 不 可 约 表示 的 分 解 ， SUt5) 群 还 有 -个 
UDZIE, 它 的 元 素 可 与 子 群 SU(3)60SU{2) 所 有 元 素 对 易 , 但 两 子 群 除 了 但 元 
иж, 因而 不 能 写成 直 乘 形式 . 子 群 SU(3) 描 写 夸克 强 相互 作用 , + 
ооо Е St EFI. 分 解 后 的 表示 都 用 多 重 态 的 重 数 来 标记 . TF 
U{1) 的 生成 元 记 作 Y, 本 征 什 标 在 分 解 后 表示 的 下 标 . 上 . 在 SU{5) 大 统一 模型 
р.а ОЕТ, Y, TETE SU(2) 的 第 三 个 生成 元 : 


Q = T, + Y = diag)0,0,0, 1/2, - 1/2i 
= diag| - 1/3, — 1/3, -- 1/3,1,01. 


ШЕШЕ [01010] x [ | 


5 c (3.1)_2a X (1,255. 


-| sH x w pE ix| ee H 


= (3* 1) з Æ {3,2% +) (1,1). 


Regest 
НЭ 


(M ate o BUS AR 


— — —-- 


24 一 (3,2)_s6 СБ (1,3) Ф (1, 1), Cp (8, 1409137, 2956. 


在 SU(5) 大 统一 模型 中 , 粒子 状态 区 分 为 左手 态 利 右手 态 , 分 别 填充 到 5 HERI 10 
"EU. 第 一 代 粒 子 的 填充 法 如 下 : 


|0 иу —иу нур dH 
d | 0 79 н: а» 
w | | 0 а) d 
e | | 0 е" 
у R | 0 7 


Нар Мыса Еа, К® R 和 工 表 右手 态 和 左手 态 . 10 维 表示 是 反对 称 
ЖЕЛ, ЕПТІ. 24 维 表示 是 伴随 表示 ,对 应 规 亏 
粒子 , 这 里 不 再 烈 出 . 


T. SU(N ) 群 的 开 西 米尔 算 寺 
和 不 ”SUCN) 群 自身 表示 生成 元 T 满 是 对 易 关 系 利 反 对 易 关 系 
N -1 
[T, " Ts | — ӘЗІРГІ + 
| ГА, Tgl 一 Уат + OM l. 
_ 1 
ir( T a fa) = 5 дап. 


因此 , 式 中 定义 的 系数 fuo fü dap nl M T, RH 
DET = — 21 ТАТЫ ҒЫ 一 T.T. T) , 
dap = 2 ытар + ToTa Tp)» (7.21) 


注意 SU( N) 群 伴随 表示 D" ( u RUE. 
А4 
(и) ICD? = Ур, « € SUCND, (7.22) 
A —I 


其 中 [4 1 是 SUCNO REB E- mn, p (му Г! Rao E RB EAERI. 


— - . — . 
— Í 


—— — — —MV 


M DUI (u MB ёл u BT. RT. 设 把 fw ало TEXT TERR den Н = 
阶 对 称 和 反对 称 张 量 , ШИКЕ lie ЗЕН. 以 fa Ü 为 例 作 证 明 . 
fap t > DS Ds Doo f. H'D 
ARD 
=— Hiriy Taun Тани Tou — u ! Tia | T uu Три! 
= fam. 


关于 伴 咽 表示 的 三 阶 张 量 的 变换 矩阵 是 三 个 伴随 表示 的 直 乘 . 根据 立 特 武 德 - 理 
жен, 除了 六 =2 外 ， SUCN yB BS + ЕЕЕ ЖЕЛІН Ж, 
除了 其 他 表示 外 ， 只 包含 ли BS GU , 因此 三 个 伴随 表示 的 下 
35 2 8 НАУА T 18 SEE 即 美 于 华 随 表示 不 变 的 三 阶 张 量 只 能 与 fags 或 
dm 成 比例 ， 对 SUCE, dam = Ü, — Pk Жл CEA HE FUIL — Мн 
dex. 美 于 华 随 表示 不 变 的 三 阶 张 量 一 定 与 fao HEC. 

现在 把 (7.19) 式 中 的 TER PP. 它们 也 梅 成 关于 伴随 去 示 不 变 的 对 称 或 区 
ИКЕ, 因此 与 Fue EK d ui ДЕРІ 

-ite НАЛА -y RUBO = 2T,([A D fan» 


с, J ` 


СТ КЕНЕ à ІРІ) = АСА ал (7.23) 
ШШЕ ЕМЕ 
{ГЕУ ) = aTa LA]. (1.24) 


TADA A CL AD AERUAS SU(N) 群 的 二 阶 和 三 阶 开 西 米尔 有 关 , 文献 中 也 常 直 
接 称 它们 为 二 阶 和 三 阶 开 西 米尔 . 根据 定义 易 得 


Т.САГУ- ТАЮ, АЦТ) =- ACD, 

T,(CAMO [AD = TAD + Taa), 

А А} laD = ACAD БАСАР, (7.25) 
T LAJO Lp D = di, 70А) di т.0161, 

А А]® Lu) = d. 4 ACAD + di, AC 1). 


在 接 照 7.24) 式 计算 Ta CLA DIT, ap A-D-3,. 因而 式 中 出 现 的 生成 元 
kE TEE SUQ). 把 SU(2) 群 的 T (AEE T: ™ Ca], 无 论 4 是 偶数 还 是 奇 


0 it] SUR 8 


————— —— —— A — ——————— — - 


T," ([AD = ul Gu? l= ЕНЕ +1)(À +2). (7.26) 

把 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 [4], 作为 子 群 SU(N OSURE л, TE f 
群 的 不 可 约 表 示 | v )69| elh, 因而 有 

TAD = Da (SU(N - 22 T, ГА). (7.27) 


在 按照 (7.231; 式 计算 AC[A DE, 可 取 A= B= зр = 8, 因而 式 中 出 现 的 
生成 元 都 属 子 群 SUO), d. = 1/3. 把 ОСЗ) А (ТА ) 记 作 A CA D, 得 
AVAD = 43e TU (Ts Y f. 

在 平面 权 图 中 属 同一 水 平 线 的 权 ，T 入 的 本 征 值 相 同 , 把 这 些 权 对 应 的 TIY iÈ 
从 式 (7.26) 先 加 起 来 , 然后 再 对 各 水 平 线 求 和 ,可 以 算得 


À 
А®([А]) = АЗ ([43,0) = 2 У) (А - 300 TP? (1a — m.) 


пі i} 


Н 


(1/6) Хо — 3m )(À — m)(À ^ m + D(À 7 m + 2) 
- (1/120) А (à + A+ 2ХА 3/22 +3). 
由 此 进一步 算得 一 般 形 式 : 
AU (GA AA D = A9QauIG [A Т) АА - 11 £a - 117) 
- d 4(SUGD)AU (A) — du: (SUGDAP QA D 


- d (БОЗА (LA — 11) + duau SUG) A GA = 11) 


- EXC FINA КА A DASA €2)0 $247 IA € A +3). 


(7.28) 


im СС) ЫК Желк! А ], 作为 子 群 SUIN - 3) 外 SU(3) 的 分 导 表 示 , TRE 
Brig up gp XR») @ [yx] 分解 ， 因而 有 


AQAD = S (SU(N - 32AP (iD. (7.29) 


жал аркім; 4227. 


— VY... 
-------- -—  .. .— 
=— —U — 
——— ——— 


20. 计算 ЗНМ) ЕРО ДОМА ЖЕРИ ЖЗ TOPDA ACID. 
解 ” 利 用 (7.27) 和 (7.29) 式 计算 得 


m - | 1 (N — 2) 
ТС = di (SUON 2) T7 GIN = > 


|= — ] 


А(Г1 1) 


i| 


idi (SUIN - 3) - dp 2: (SUIN — 3)DI AT (1) 


_ (N-3! . (N — 3)! 
(r DIN rt G-D)KN-r-1) 


OON -3H(ON -r- D c G = DI 
(r-DIN-r-1)! 7 


21 计算 SU(6) 群 不 可 约 表 示 [3] 的 开 西 米尔 T; Зря ACE. 
解 “已 知 SU(2) 群 的 二 阶 开 西 米尔 Ty Ua DA 


TÉ) C[A]) = 0) = АСА + 1)(А + 2)/12, 
T9(3]) = 5, ТӘ62)-?2, TT(1D- 1/2, TÍ"(i0p = 0. 


把 SU{6) 群 的 不 可 约 表 示 [3], 作为 子 群 SU(4760SU(2) 的 分 导 表 水 , 按 子 群 的 个 
n[ £3 Xo A E : 


i3]—- [3] © [0] OG [21 & 111 Ф [13 6121 © ГОЈ @ 131. 
因此 ， 
T.(3D = di (SUA) TÉ ([0]) + di (SU(4)) TP (111) 
+ du (SU(4)) TPPCAD) + dio: GUGDO TP (131) 
-0210x(1/22 -4x2*1x5-— 18. 
对 于 对 应 一 行 杨 图 [4 ] 的 表示 , CLA SU(3) 群 的 三 阶 开 西 米尔 A CLA TERI 
ДАФ (ГА) = A (À DG + 2)(0 + 3)(2А + 3)/120, 
д (3р) = 27, А%(а21)-7, AT"CID-1 A (10]) = 0. 


(278 > 


TT 
一 一 一 


Tere- 


把 SU(6) 群 的 不 可 约 表 示 [31, 作为 子 群 SUOGOGOSUQOBIA SUR, He f m 
的 不 可 约 表示 分 解 . 分 解 的 杨 图 形式 与 前 面 公式 相同 . 由 此 ， 


AAD = di (SU(3)A'" (0р) + а, (SU(G2)AP ([1]) 
кап А” (2]) + da (SUC3NA™ (35 


= (+6 х1+3х7 +1 х 27 = 54, 


22. 计算 SUCGSHIE— HARE Ca 19 [А ,0,0,0]) F KU КЕЕН ЖК T: CLA DAI 
АСАР. 
м EU ES ESOS. о НУЛЯ. 


T9 ([A1) = А СА + DCGA + 2)/12, 
A9 (lA]) 2 à (a + DCGA + 2) (А +3) (24 + 3){120, 


di, (SU(3)) = (А + 2) (А + 1)/2, 411(50(2)) = А +1, 
57; = mim + 10/2, > = mim + 1)(2m + 1)/6, 
429 ат 

Sn’ = m (m + 1)7/4, 

yn = mm + (2m + 1)X3m2 + 3m — 1/30, 

Ул? = mi(m + 1) Qm^ + Zm - 10112, 


>п = mm + l)(2m + D(3m* + бт? —3m + 1)142. 
由 此 算得 


T,(AD = S dr (SU(3)) TP (ә) 


= SQ сн А — n Dna(n + DG + 2)/24 


z = Ü 


— ACA r 1)(A +2)(A + 3)( À +4)(A + 5)/1440, 


КИРГЕ (SUDA Co) 


. 279 > 
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€—À -—— . 


= D(A - n + 1)n(n + DG + 2)(n + 3)(2n + 3/120 


= A(À + IDLA +2)(A + 3 (À + 4 (A + 5)(2A + 5)/5040, 


Xf SUCN HET ZS PS AE 
M l À +n ACA Do (A + N) 
г.0Ар = zl] "t] = (N NTD 1)! ! ; 


2 М А 
АЧА = ух] лк} 00 ЕСЕР)! БЕЛЕ 


Абд +IP NOCA + N) 


第 八 章 ”SO(N ) 群 和 洛 伦 兹 群 
一 、SO(N) 群 的 不 可 约 张 基 表示 


k Ма NIEARESCEMABREMER 的 集合 , REEERE, 构成 SOCNOSE. Ж 
只 讨论 N 3 的 情况 ,因为 SO(2) 群 情况 比较 特殊 , Tæ RA, EAF UCI) 
В. SONORE NON — D/2 РАНЕЕ R BJ SE pk TIE, AE SUCN HEB THE. SO(2 
КІЗУ n, EROH В, 5О(2я) ЫҒЫН x ， 李 代数 记 作 D... SO( N ) 
ЖА So gk n EH ОЛМЕН Ero ЛЬ, АЛСА N = 3 
时 符合 30(3) 群 的 常用 符号 . 


(Ta) =2(Т)_ --16,6, 4 18,8, , a <b, 
(8.1) 
trí Toi ) = 20б 28.0, 4 


其 中 指标 a ЖШ» 是 生成 元 的 序 指标 , 而 > 和 s Е ЕИ ВАК. NCN- 15/2 个 
矩阵 T, E S ЖЕБЕ , 36 CF PE RR PR АЖ. 芋 相 对 昂 的 后 成 元 有 Ta, 
Ты, co ,它们 构成 SOCN ) 群 的 嘉 当 子 代数 ，SO( N ) 群 任意 元 素 R RARER 
指数 函数 形式 : 


HR = exp - DIC | . (8.2) 
"E 


Ж GSUGOREBSE RB IE, SO НИЯСЫ 4 an РАТА rs. 它 的 变换 矩阵 
вав рр, 因而 SO( N ) 群 不 区 分 协 变 张 量 和 道 变 张 量 . 这 样 ,SO(N ) 群 的 张 量 空 
间 首 先 要 分 解 为 - -系列 无 迹 张 其 空间 2 的 直 和 ,然后 再 用 杨 算 符 投 影 来 分 解 ， 
go gs SOCN PEB AS EARS B] 24 8848 Rom 05 у АР АЈ, 但 (1) 杨 图 的 
第 -一 列 和 第 二 列 格 数 之 和 必须 不 大 于 N、 否 则 表示 空间 是 等 空间 ; (2T m 大 
于 Nj2 的 杨 图 描写 的 表示 等 价 于 把 第 一 列 格 数 故 为 (N — т ) 的 杨 图 表示 ; (3) 行 数 
m 等 于 N12 的 杨 图 对 应 的 表示 空间 可 以 进一步 分 解 为 两 个 不 变 子 空间 ， 分 出 是 
自 对 侦 张 量 空间 利 及 自 对 俩 张 量 空间 ， 比 两 子 空间 对 应 的 表示 维 数 相 同 , 但 总 不 
жр, 分 别 记 作 [ AJAT - À) 

去” 用 杨 图 [4] 描写 的 SOCN HENT HARRER da CSOCN )] 与 SUCNO ЖЕ 
似 , 也 可 表 为 对 应 杨 图 [1 的 两 个 杨 表 中 各 填 数 乘积 之 沿 ， ЖЕРИ М ЫҢ ЖОЙ К 


Әлі УМУ BEBE ЕЕ : 281 - 


— 一 一 - —— -一 一 一 


YA, ARAE REER 六 ， 分 子 的 场 表 үр 稍 复杂 46. 此 外 当 杨 图 
АН == Nj2 时, 由 于 表示 分 解 为 自 对 倘 和 反 自 对 偶 师 个 表示 的 直 和 ， 表示 
HEC SS BEER 2. 


0-0 NMQA]BUTÉUCPSET М/2 


LA 
үле ЧАЈ 的 行 数 等 于 М2, 
^ à 


ЖТ тыға Y 的 填 法 , KE X ABRE. CERAR АІ {т 
BO IR АЕ, НАН 1 行 第 i 列 处 向 下 转弯 ,在 第 ; TIRE F 86 
T ERES ER UO — ЖЕН. T E ИЕ ИНЕ (г) E ESTER F6 C1 ,由 形状 相同 ， 
naci. МЕНЕЕ т TEUER i 行 第 j FI T Ova 
ЖА... TR T pb ИЯ ТАЧ: 
(DO WE vol. 它 的 第 i 15) ЛИВ TERRAN у i 
(2) ЗАН ИЕСІ, АНАСЫН, ЖАСА —1), (a 7 Dn 
(A. — 18, Ap r УЕЛ А ЈАС, 4, 是 杨 图 -4 第 ; 行 的 格 数 . 同时 
ул С), ее», БЕКЕТ ЖОЕНО А, - 10 ВА 
A — 1. н SUR F, HUB A ГЛИ 1. p ORAE. 这 
Во D ЖАСУ supa p as 
(3) 去 掉 杨 图 的 第 FRA 94. 重复 方法 (2), AR KRA. 然后 把 这 方 
法 继续 下 去 ,直到 余下 的 杨 图 只 征 一 列 或 杨 图 消失 为 工 ， 
ул уун dos ox Tace Oum Um. BE Ү». 
EHE SOUN ERES uj £9 CR TOR ARB, T JEFES UR REC PE E ААТ 
4. Лу АЗЕЛ BOUES, ЖЫП ИО ИЕ. 注意 区 
siib Uh а-а 58) Шаш. SUCNO ЖЕН — AS e 1439 
Ad ОМ ИЕ PRU. 


1. 计算 下 列 杨 图 标记 的 SO(6) 群 不 可 约 表示 的 维 数 : 
(144,21, (€2X$452!, (344,41, (413,1, 13, GOL3,3,t]. 
Ж 
6789, -1-115 56912 


| 56 -2 Ü 36 
08006) = — 一 一 一 L = iba p T, 
21 


. 282 ° 


群 论 习题 精 解 
678 - 112 5810 
56 -2 0 36 
di; (SO(6)) = = — = 300, 
[3,2] 431 431 
21 2 1 
6789 -1-! 33 0 0 00 
d. (S08) 5678 -2-1-10 0-1-12 
ud E 5432 
4321 
S 61! 2 
34 5 10 
= = 825, 
5437 
4321 
678 002 6 7 10 
5 t-1 4 
(SO(6)) = 4 -t - = 126 
зла] 6)) = 521 521 А 
2х 2 2x2 
1 1 
678 022 0 00 6 9 1D 
567--200-9-11 358 
4 -2 0 2 
4133,11080(06)) = 237 = суу" 270. 
2x421 2x421 
1 1 


将 下 列 SU{N) 群 不 可 约 表示 , 作为 SOCN) 群 的 分 导 表 示 , 按 SOCN ) 群 不 可 
约 表示 分 解 , 并 取 N =7, 计算 分 解 式 两 边 表示 的 维 数 来 进行 检验 : 


[2], [3], (2,11. 141. 
72,12], [5], [4.1]. [3,2], 
[2,1°1, 16], 75,11, 14,2], 
[3,2,1], [3,12], [2], 12,11, 


[3,41], 12,21. 


[31.1], [2,2,1], 
[4,1,1], [3.3], 


[2,13]. 
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解 ” 本 题 所 给 出 的 SU(N ) 群 不 可 约 表示 ,作为 SOON ERA ERR, TE SON) 
群 不 可 约 表 示 分 解 的 公式 , 除了 在 出 现行 数 太 于 或 等 于 М/2 的 情况 , 需 把 表示 作 
等 价 昔 代 外 , 都 与 N 无关 . 维 数 检验 则 取 了 特殊 的 N (ñ. 


[| |—е[ | ДЕ o 2892741. 
D-O sc. 


-Hg 112=105+7. 


[了 [一 DL 210218242741. 


SEN Lecce 196=168-27+1. 


EN 
T-A B NH 
i : sh 210=189+21. 


TIT iubar 462-37817717 


Ho 一 JH жапы и 


1008:-:819--77-105-7, 


р-ро 


88 2= TD 


pe 4902378071057 7. 


NE n 224=189+35, 


—EELLLERCLLLECLIS 


924=714+182+27-1. 


A BEERA 


edm CET TT ec) 


2310-1750--182--520-27-21. 


十 | ш ee AHHH 
_ | - 


2646=1911-182+168+330+2 х 27-1] 


2190=1560+189+330+21. 


HB 


1176-8254330-21. 


Рас 


2352-1|1617-189--330-168-27--21. 


_, ' fpe 840-6164 189435. 
- —! 


— cs | |pi. 490=294+168+27+1. 
| T 588-378 (189421. 


J - Н. Ë 140-105--35. 
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ч——= ьа 


з. 计算 下 列 不 可 约 张 量 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - Ха, 并 取 N = 7, 1} 
算 分 解 式 两 边 表示 的 维 数 来 进行 检验 : 


(1) 12159:21,0) 12 GO (1,12. (3) [3] 69 [2,1]. 


Ж (1) 
9015-01112 әсә. 
27x 27 = 729 = 182+ 330+ 168 +27+21 +1. 
(2) 
do 
En E ^ --- © si |5 ü 
27x 21-367-3304189-27-7/1. 
(3) 


e x 5те lea 
NEN 
L| 


77 х 105 = 8085 = 1750 + 19113 1560 + 1617 
+ 182 +330 + 165 + 330+ 189+ 27 + 21. 


—. SCK N MEUSE А US 


ж iS N 个 满足 反对 易 关 系 的 六 矩阵 ， 


Iy. y E= YY + y Y, = 29.1. a,b = N. (8.4) 


Oo Botn S NIU T. 


—— a — — =s —. 
1. — —  -— — n А ——— ——— ------ -— 一 — hn 


ЖАПЕ ET ГЕ ЕЕЕ НЕВЕ EARR, BI R ЕЕ, iE ГЕН. ҚЫ 
DB ERE Ba AJ AER EOS y, M ЕЕЕ X, 因此 y. e Z IE X. OK BRE, 
它们 是 ГЕЈЕ 87. 34 М=2т 是 偶数 时 , 定义 
7; = (у уз Ys (8.5) 
y d i Z IE V JU K WJ SEE, 且 与 所 有 v EERS, 因此 y, ЖЕМ $ y. o8 
MM EG.) E, 它们 可 以 作为 P. REF y, ЖЕНЕ. 注意 
Ж УС YN; — (1)”1. (8.6) 
ШЕЛЕРІ y RP, BE(EXE у ОЛЕР, (8.6) i L I CREATE 
BodSURN-4 +1, (8. ба ыж. Г... ЖЕН Pu ERE E, 
Ti N-AL-18$, (8.6) 式 有 面 是 新 的 常数 矩阵 , Г. ЖАН АЖЕ 
Pu, ВЕН. 
Pa = Гы, Г, зе Еу; dua |. (8.7) 
在 D 矩阵 群 中 , 除了 常数 矩阵 外 , HE SEE ВЕЕ S 2 BUS EI GRE, 因 
TERRAE. 当 N =2m 时 , TERRE r WEE, 用 不 可 约 表 示 的 特征 
标 公式 可 得 满足 (8.4) 式 的 7, 盾 阵 的 维 数 d*” 是 2”， 任何 两 组 满足 {8.4) 式 的 7, 
рын не», 即 可 通过 相似 变换 X 联系 起 来 : 
y-2X!xX, | = а =< 2m. (8.8) 
м М=2ю +1 时, У, РЕНЕ ИЛЕ 2”, 但 等 价 的 条 件 除 了 (8.4) 式 外 , 还 要 加 
上 (8.6) 式 右面 有 相同 的 符号 . 在 Г, ЕРЕЖЕ, 除去 只 差 正 负 号 的 一 尘 和 矩阵 后 ， 


余下 矩阵 豆 相 线性 无 关 , 构成 27 HEXEPE IO — Hoo 628. | 
ж y, 矩阵 等 价 定理 有 -分 重要 的 作用 ， 其 一 是 可 以 定义 粒子 物理 中 常用 的 电 和 共 
ан ЕС 和 全 反 演 矩阵 B. C4 N— 2m 时 ， 


CYC=- (nV, C'C = 1, 
detC = 1, CT = 152 C, 
B YB = (Y.)', BIB = 1, 
detB = 1, Вт = {= 1)" В. 


2168.6), 34 N =4⁄ 一 1 时 只 能 定义 C EE, 而 N=47i+1 时 只 能 定义 BB 
Ыр. 
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3) — 3882 i Hide HH е X. SO NI) 群 的 基本 旋 量 表示 D (R), 常 简称 诈 量 表 


z]` : 


ч 
D(RY'y,DCR) = > BR, R € (М), 
下 一 下 
C'DUR)C = ID(OR )1 = D(R) , "MN Z 4: +1, (8.9) 
B'DiR)B = ХО = DORD' , ША = 44-1. 


本 成 元 是 L= -іу,у,/2, аз b. 基本 旋 晤 表示 构成 的 群 与 SO(N) 群 有 2:1 sl 
SLR. H N REOR, 其 本 族 量 表示 引入 共 辊 的 不 可 约 表 示 , 记 作 рК), 8 
[si, 维 数 为 du =20 02, M N = 8k + 1 ЕЕ ае kue K OR. PUN кы 
ж, ІҢ PEIER ЖЕЕ y, 可 与 所 有 生成 元 La 272. Жж ЕХ Ери 
ж, 它 分 解 为 两 个 维 数 相同 但 不 等 价 的 表示 , 记 作 D'*"(R), gk £ s], 维 数 为 
dua =2 МЭТ. 当 N= 和 +2 时 , ГІН Як, 9E N= 4k 时 , [+53 
ТЖЕ А ЗЕН, 24 N= 8 hj, [+ ;| 是 下 不 等 价 的 实 表示 . 
k dE SOQ(N) 变 换 中 , 按 基 本 旋 量 表示 D( R ) 变 换 的 量 Y 称 为 基本 旋 量 : 
Огу = D(R)Y, 
其 中 v Red FR dp )— ЖП РИ. Apes v ed e, 旭 称 为 旋 
Кш: 
Ор, a = > Ras R. , D(R) V, s. 

旋 张 量 空间 是 可 约 鸭 ,为 了 找 出 它 的 最 小 不 变 子 空间 ， A BUE BS SE BE TE E [B] Ti Же 
xxm. dünn mta Re t b REUS E а SE, 然后 再 用 杨 算 符 投影 . A 
Dk, Jsu] za p hak ЕЗІН E E nk E З ДЕРӘ Ж Kuya TE 

S i asa = Ü, Sy = 9. (8.10) 
并 用 杨 算 符 来 投影 ， 这 样 的 杨 算 符 对 应 杨 图 的 行 数 不 能 六 于 N]2, ЖЕНЕ 
9]. 这 空间 对 应 的 表 孙 称 为 个 НТА А Е Е н ЕЕ ДЕ, 它们 用 行 数 不 大 于 
NI2 的 杨 图 [5 A] m [415 А ТОМ 是 奇数 ) 或 ! кіс [БА Ag cU ON 十 


但 数 ) 米 标记 . 旋 量 表示 是 SON MEE f SUB 7. 
ж 可 以 根据 杨 图 ， И ЖИИ ЖИИ SO Му Rem n do CSOCN Y) 


--------------т-------- 
a — Ñ .--------іҙ...-------- — 


或 di. A (SOND. 在 这 规则 中 , 表示 维 数 也 表 为 一 个 分 数 , 分子 和 分 母 分 别 为 
给 定 杨 图 -4 ] 的 - 定 杨 表 中 所 有 填 数 的 乘积 . 前 噶 还 要 乘 上 不 可 约 基本 旋 量 表示 
的 维 数 : 


i (SO(N)) - d. GOUN) oe (8.10) 
h 


` N 是 奇数 时 旋 量 表示 用 杨 图 [ y А ] 标 记 ， 等 式 右面 因子 d... (SOCN)) 为 基本 旋 
量 表示 的 维 数 24*-52， Xx N 是 偶数 时 ， 上 式 中 的 理解 为 二 *, 即 旋 量 表示 用 起 
图 | за 标记， 等 式 右面 的 第 一 个 因子 要 理解 为 不 可 约 基 本 旋 量 表示 的 维 数 
di. (SOCN)) 227271, 
DSEFHAS TERRE Ci DEES. TE REL А]Ж i ТЕН TELE T АЕ АЛ 
图 , 向 左 走 到 第 i 行 第 ; 列 处 向 下 转弯 ,在 第 j ЕКЕ f UP EE E 
БЕЕК. ИЕС ; 广 与 钩 形 路 径 ( ,7 形状 相同 ， 只 是 走向 相反 .两 第 
蜀 形 路 径 在 杨 图 中 经 过 的 格子 数 就 是 第 i 行 第 ) 列 格 子 的 钧 形 数 请 CS. DATI 
AM HESS dE YU, 它 的 第 i 行 第 j АЗАА ЈИ А. 分 于 杨 表 
格 各 填 数 表 成 若干 个 杨 表 对 记 格 子 填 数 之 和 . 按 下 剂 步骤 填写 这 些 杨 表 : 
(D SUCN 一 人 0 群 的 杨 表 Y21, 它 的 第 i 行 第 ; 列 的 填 数 是 CN 一 1+7 一 让. 
(2) ЖЕЕ (1.1), ARADR TA, ERRA Ar Аз, с, ,等 ,其 
на 是 杨 图 [4 ] 的 行 数 ，4. 是 杨 图 [A ] 第 i 行 的 格 数 . ЕНУ ЖӘНЕ 
BERG. 2 < í < r, 由 最 下 面 格 子 数 起 的 前 4, 格 填 人 一 1. 在 这 些 路 
径 有 重 辣 的 格子 , 如 果 填 人 了 风 个 一 3. 则 代数 相 如 . 这 杨 表 所 有 十 数 之 


MAE. 
(3) 去 掉 杨 图 的 第 一 行 和 第 一 - 列 , 重复 力 法 (2)， 填 余 下 的 杨 图 . 把 这 方法 继 


TTA, TEST AES А-Т ER ЖАПЕ. 
把 这 些 杨 表 对 应 格子 的 填 数 代数 相 加 ， 即 得 (8. п) ФЕ Yre. 


4. 计算 下 列 杨 图 标记 的 SO66) 群 不 吓 约 旋 量 表示 的 维 数 : 
(1)[+54,2], (2)[ + 5 3.2]. (3)[+ 54,4], 
(AY [+ s 3,1,11,65) + 3,3,1]. 


BE CU 


ЖАН SOCN HEURE e ZERE - 289 - 


(2) 


L 21 
(3) 


(4) 


297 x (578) 


“ызла; 5006) = 4 Х%-------Ү- — р= 224, 


(5) 


d. aa 680(6)) = 4х | 4 x rr 420. 


BEND ДШ 


= , SO(4 F ЯШЕ ЕЙ 


* 通过 сс ШАН Елу. ИНВЕ АЗЫ S n] 24 e 
ж. ЖАМ ЕН ЕТЕ АІ ЖЫ 713538 7:1. 


ж ХОСА) ИКУ ЯЛ Г, ЕЧ ЛЕ, ӨН н Н Io ВУЛЕ NCC. 


[4 1 ) - | 
Т, = РА 2i Cala È Ta) 


b<. r — 2 . 
; (8.12) 
[T TE =>”. L To) T, = 0. 
¿71l 
TROE ЕЕ) POE хі; 
ТОЗ шаа, X en lix p = l 
t 2 92 ` Өр» 2 2 а; die 3 = 21: X 02, 
ТҮ! = — s, Ха TI = Г x1 pol x 
| ә 9% 25 2 2 Ga 2% 3 593 G- 
ЖЗА N 后 , 得 


N ITON = (5/2) хь, NTI N = 1,х (2,/2). 


p! 0 0 ñ 
EU о Ü Cdp 
/210 102100 
L0 i ~i 0 | 


3 ， 

$ 3 Ctl) ‘br yi 

= exp | — 1 Сов, Т; + СЕ т i а ) | 
u-i 


= expl- TAE . T texpl- ia ас! . r ) | 


-Nlau(n aÜ) x u(n Vu M N. 


(8.13) 
其 中 


BAR SO MPAA EuR - 291. 


oj t? 


"PET — | 3 (шу? y? a 
这 样 ， R 和 拓 阵 有 明显 地 表达 成 两 个 二 维和 记 模 康正 答 阵 MER. 两 个 РЕ АЕРУ 
жен. R 矩阵 保持 不 变 . 因此 , (8.13) 式 给 出 SO(4) 群 元 素 和 两 信 SUC2O R 
素 直 乘 的 一 二 对 应 关系 ,市 且 这 种 对 席 关 系 对 群 元 素 乘 积 保 持 不 变 , ЖОН 
SO(4) ~ SU(2) © 5102) . (8.14) 
为 了 在 测度 非 零 区 域 使 寿 空 间 的 参数 与 群 元 素 有 一 一 对 应 的 关系 ,可 规定 SO4 
群 人 参数 的 变化 区域 如 下 : 
Ü =< оС” =< 2л, Ü < ow < m, 
0 =< P < m, -np =< m. (8.15) 
i aU dH р п АНЛАР. 由 于 一 个 SU(2) 群 的 群 空 间 缩 小 
了 一 半 ，, 它 类 似 于 SGR B], 在 群 空间 的 边界 上 直径 两 端的 点 对 应 同一 
ж, 这 决定 了 SO(4) 群 的 群 空间 是 双 连 通 的 . 
SOr4) 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 都 可 表 成 两 个 sU(2) 群 不 等 价 不 可 约 表 示 的 直 
Жж, ІШТЕ D^: 
Dn, тырған o *)= D (ЯС, wX Da, 9). (8.16) 


p EG; 124 DER. РН ОНИ ТЕС ) 共 同 标记 ， 它 的 生 
成 元 及 (可 由 SU(2) 群 相应 表示 生成 元 LRH: 


j 一 k 
pO = 了 Xi BO = lya X L, 


3 
рь = Sl (Т? + BO) 
二 二 上 
(8.17) 
3 
一 Уе CE A 1...1 + 1...) ж E), 
一 1 


e 


1 Ë 
ре, = рк -- pi + = F X 1...1 -- 12,1 х Б. 


(һр), D” E SO(4)8FBS PIE 377, 即 不 可 约 张 量 表示 ， 当 (y + DES 
жж, DX AK PRAI DULES ， 即 旋 量 表 示 . D* 与 杨 图 标记 的 SOC BER 
订 的 表示 的 联系 如 下 : 当 j к^ 是 整数 时 ， 


074220000002. Е HOTARE 
ñA = k. WI D'-—I2;,0] , 
£v; >k, WD [+ Gtk G- k] ERRER, 
Фр < А, MD =i- (j +), (А-ТА BHEE N, 
"T; t ЕАР, 
#j>k, Шр = [+ (3 +£ 12), G -k —1/2)], 
#j<k, MJ D* 1 (ун 2), (2-3 12) ]. 
恒 等 表 示 是 D”, 自身 表示 等 价 于 D? ,基本 旋 量 表示 是 DY DY. 
k ИНЖЕНЕР A 是 4 x 4 ETER: 
A'A = ААТ = 1. (8.18) 
A SEBESCSE IPS AE E F ERER I: 
An ЯПА 是 实数 
Aa MAn ЖЕЖ 


这 实数 性 条 件 在 A 矩阵 乘积 中 保持 不 变 . 所 有 这 样 的 正 交 矩阵 A 的 集合 , BOR 
阵 乘 积 规则 ,满足 群 的 四 个 条 件 ,， 构 成 群 , 称 为 齐 次 洛 伦 兹 群 ， 记 作 003,1) #25 
L ВЕ. 由 正 交 条 件 18.18) 得 


| а ШБ = 1,2,3. 


det А =+ l, А = 1+ 3 LA. |2 22 1. 
这 两 个 不 连续 条 件 把 0(3,1) 群 的 群 空间 分 成 不 相连 接 的 四 片 ， 包含 恒 元 的 那 片 
满足 
deiA = 1, Aa 22 1. (8.19) 

Ау CERE, ЖОЛ БАЗ (prope 646%, ТОТ 1... 由 于 4 的 绝 
AHgIUE ERR, L, BE BJ RES [B] ERR S [8] 8— J 2L ERZT DOC, L, 群 是 非 紧 致 本 
BE. 上 , 群 的 三 个 障 集 中 的 代表 元 泰 常 选 空间 反 演变 换 s, 时 间 反 演变 换 = 和 全 及 
ЛЙ о: 

о = бар(—1,—1,—1,1), 

т = diag(1, 1,1. ~ 1), 

o = diagg(- 1, = 1, = 1, = 1). 


k ША 是 / 群 的 无 穷 小 元 素 : 


ялы ANF ЕЕЕ? ‚293, 


-— 


А-1-іаг Х, Al = 1 -  inX!', 
І-А.А-і-іш (X+x'), X! =- X, 
| = det А = | - iatrX, trX — 0. 


因此 区 是 无 迹 反 对 称 窒 阵 ， 可 以 按照 ЗО SE H Eros E АКО: 
3 3 
А-і-і 5) оТ — UY mau 
ax 0-2 u—l 


(8.20) 
-p-iS ORTU пт). 


a-l 


其 中 о, ЗЕ, wa ЕН, 


à 
П = У! | 
а 7. Сау ОҚ | 04 ° 


< 过 


除了 参数 的 实数 性 条 件 不 一 样 外 ，SGO(4) 群 和 上, 群 自 身 表示 生成 元 完全 相同 ,， 结 
枸 常数 相同 ,因而 两 群 在 对 应 下 可 约 表 示 中 的 生成 元 也 相同 . 工 , 格 的 有 限 维 不 等 
价 不 可 约 表示 都 可 表 为 ju (L,), 生成 元 由 (8.17) 式 给 出 . 但 因 参 数 实数 性 条 件 
ЖЕ], 两 群 的 整体 性 质 很 不 一 样 , 上 , 群 有 限 维 不 可 约 表示 D , 除了 恒 等 表示 外 ， 
ЕЕ Ел. LEILUA AREZ ERK. 

友 ”与 工 , 相 联系 的 变换 显然 是 转动 变换 , 属于 子 群 SO(3). 研究 与 Tu 相 联 系 的 
ЛЕ, 把 参数 өмі ЕТЕ iw: 


[1 0 0 0 | 
| 
| x 1 Ü Ü 
Ale, io) = ехрі 1019) T, i = , 


O0 O оа — -isinh о 
о = ctanh w, cosh æ = (1 - vile) ", 
sinh e = (vlc) -ty (8.21) 
性 描写 港 = 轴 方 向 相对 速度 为 w= ctanh w Bie (62 E. 
可 以 把 任意 固有 洛 伦 兹 变换 A (det A =1 和 А> DARA RIER H 2 


hi m ABA ОВИЕ BEER. 5 A4 = cosh w, TH о tH. 从 A 中 提出 
因子 一 isinh w, 余下 的 部 分 看 作 三 维 空间 单位 矢量 n0, o). ЖШ OE Ж: 


келин 


А, = cosh e, LA sinh ш = sin 0 cos Ф, 
iA /sinh « = sin д sin Ф. LA... sinh e = cos 6. (8.22) 
把 三 维 空 间 转 动 变换 扩充 为 4 x 4 知 阵 ， 
ka о cosÜ - snø соз б зіп 0 0 
sin œ cos Ü 5 іп Ф sin 8 
Ries, өр) RCe;, 0) = іп 926 зе m em o 
x — sin 0 () cos б O 
| 0 0 0 1] 
取 К(е,, Ф) (е, 0) А (ез io PERR, HERA A E, RER К(а, B. 
y), 
Кбе, Ф) Кбе, 00ACes лә) A = R(a, B, Y), 
A = Ríg, 8, Ale, io )R(a, B, ү). (8.23) 
广 分 解 的 几何 意义 是 十 分 清楚 的 . 两边 的 转动 变换 把 变换 前 后 的 坐标 系 的 x Н ЯБ 
转 到 相对 运动 方向 ， 其 他 轴 互 相 平行 , 洛 伦 兹 变换 A ЖЛЕ ЛА Ces i). 
K ET L. 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 ,再 确定 陪 集 代表 元 素 = 和 p KERUK. 就 
吕 以 知道 齐 次 洗 伦 兹 群 0(43, 全 的 不 等 价 不 可 约 表 了 示 ,， 别 -代表 元 对 о 可 用 公式 
c= roti. 因为 p 可 与 0O(3,1) 群 任意 元 素 对 易 , НЕ Л o6, ЕЕЕ 
可 约 玫 示 中 只 能 取 党 数 矩 阵 ， 在 单 值 表示 中 常数 为 + 1. 在 自身 表示 中 满足 


r Tar! = Ta. rTar =- 了 了 了 
引入 四 人 阶 反 演 群 六 ,的 四 个 不 等 价 不 可 约 表示 МА 71,2, 3404. ELI. 
时 ,由 L,EERSAR ЛГ kas D^ PTS S B O(3,1) 群 的 四 个 不 等 价 不 可 约 表示 А”: 
АЗ(А) = D (A). A € L, 
AT, „„\т) = VICE) 8, д, з (8.24) 
AP (p) = V^ (o) 1, ] À x 4. 


uf xg, dH j+ 上 是 整数 时 ， di LL BERERUR D'CD Diese di OG, DERETA 
等 价 不 可 约 表示 AC : 


ЛИК SOUN EEUU TE ЖЕ ` 295 * 


АЗ (о0)-31, А (А) - РА) О (А), AG Г, 

A... sg (т) 一 ТЕТЕ ЕСЕН a.p -4 1. 
Hi e ae AAKE О FT ЕЛЕН]. A57 (т) 无 对 角 元 , МАРЕ Э 
Ма е. 

мүк» ЗАР КНЕ, ЕН ПР EB DOG). ЕЕ, 

指标 疡 取 1 至 4, 而 指标 a 取 1 至 3. 引入 由 个 反对 易 的 y, РЕА (p ACUTE PR 
ABE C. 

C'yC--),, C'C < 1, C =- 6, deC =l. 
ОСА) ВЕ E 


d 


DCA) YDA) = S, Ау, de D(A) = 1, 
(7 DCGA)C = (DAT ):. (8.26) 
生成 元 为 
L. = SO, 7 YY). (8.27) 
L , 群 陪 集 的 代表 元 素 的 表示 和 矩阵 为 
D(s)-—tiY,, D(r)—s 9,75. Dép) = +1 ух. (8.28) 


s. 讨论 ОСА) КРЕП ES REA Жок D 中 的 特征 杯 ， 
й ”SO(4) 群 元 素 R 可 以 通过 实 正 交 相 似 变换 XX ЕГЕР Ж: 
[cos Фу — sin $4 0 O | 
sun qu со» P ü 0 
X RX =! М 0 сов фу 一 Sin d» 
| 0 0 sin фу QS Qj | 
= мім (ез, фу + 45? X utes, qi — өзім”, 
'expi — 14121 0 
H (ез, а) = | 0 expl ial2 | | › 


其 中 用 到 公式 (8.13)， ШЕ, SOC FERES p M 29: 来 描写 , 在 表示 D (R iF 
的 特征 标 为 


-- 


sinl G 4 12) Ср) + өз зілі (А r 12)69 一 fa) 


(фф) 77 an + pa 27е Сф 7 92/2]. 
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НА ú FEIE- Ш 
6. 计算 下 面 固 有 党 伦 兹 变换 A 的 六 个 参数 : 
|! Ü Ü Ü 
lo / 312 Ccosh {2 — ilsinh e )/2 


A(o,8,w,a Ju y) 一 


| 
| 
_ | 
0 -1/2 /3Ccosh «)/2 — i 3Csinh w)/2 | 
| 
| 


Ü Ü | sinh w gosh cw 

Е ERER Alp Gwa B ASAA, ЕҢ o ЕН vo, ТН 

sin 9 cos ф =Ü, sin 8 sin ф = 1/2 HI cos 8 -43/2 НІҢ 8 — x/6 Ж g —x/2. 计算 得 
| -1 0 0} 3/2 0 1⁄2 d 


0 0 0 
0 1 0 


1 () 1 п ü: 
Rnrf2 ,nr16,0) = | _ 
0 -1/2 0 43/2 0 


uú 0 0 illo o Qo 1 


0 AR -1⁄2 0l 


-1 0 0 Ü 
R(xJ2,J6,0) = Е(5/2,п/6,0) = | 


EUH 
| 0 1 O O| 
| -а 0 0 o 
Ale, iw) К(к/2,т/6,0) Alp, 0wa, BY) = x 0 01 " 
0 00 1 


ШЕ а= — 9/2 A = y =Ü. 


т. ВЕНН le BERT AC 


+ А кома 
y,DCA) Y, = -_ РА). 
І 44 


ғ ” 犹 拉 克 旋 量 表示 不 是 乏 正 表 了 示 . ЭЛЙ 8 Р ЯО km ge node tag P PRI PE Fn 


ЛЕ SON BERI TO E BE « 207 > 


FE ДЕ L BRE XX (8.26) Wim BUR: 


D(A) y,D(A py — > Ашу, ~ Aa Ya: 


5-1 
3 

DIAY y D(A 1)! = 一 >` Азу» + А.У. 
821 


为 把 上 式 写 成 统一 的 形式 , TE 六 相似 变换 : 


Iy D(A) val v, ly D(A) у: = 3 AL. 
h y gp ngos А BIO Е 
Y ADCAY y, = (А) '. 
用 (8.28) 式 代 人 , ЖИЕН С: 


Ам _ 
y.,DCAY y, = ТАРСА) |. 
T 


хат на НЕ ы жан, ЛИШ À —1- y ЯН 
ЛЕНІ 
фф = % 749. 


8. КЮРЕ ЛИЕ e НЧЕ. 
ая dg 2036, 除了 参数 的 实数 性 条 件 外 ， SOCA)BETITR (6253€. L, B H OK AK 
有 相同 的 生成 元 ， 由 (8.13) 式 ， 可 把 转动 变换 Кое. В. y )8IAEDUI Й ЖЭ — 88 
89 [ЕВ ЁТЕ ЛЕЛЕ A (ез, i w) 表 为 

Ría, B, y) = Niula, B. Y) X ula, B, уым, 

A(e,, io) = Niexp(oo3/2) X expl- ааа №. 
[4 Ic EUG ЕЕ НЕЕ ЖБ А (9,0, oa. B, DIRA 


ACo,0,0,2,B,02 = NIM x (s; M” a) N^, (8.29) 


其 中 


M = u( e, 0, 0) expCecs/2)u а, B, 7). 
(8.30) 


c, M^ о, = ulg, 9, 0) expl- а3/2) u(a. В. y). 
M  Ж——1711 7 +1 的 二 维 复 和 矩阵 ,属于 二 维 么 模 复 矩阵 群 SL, C). E 
们 以 后 再 证 明 ,任何 НЕ PC 5142, C} 都 可 写成 如 M 矩阵 那 伞 


”CC 一 一 CC 


的 乘积 形式 . 从 上 面 的 计算 是 以 看 到 ,由 任意 洛 伦 兹 变换 A= А(о,д.о,а, B. Y) 
可 以 计算 出 一 个 МЄ 81.02, CREE, 反之 ，(8.30) 式 的 M Жреб тА Ў > 
ФОА ВЕ Л. 如 果 两 个 MOM 拓 阵 刘 应 同一 个 A E, MJ 

N | NI A (o; M az) N! = À = N i M ж [o (M )' o]! N |. 


Н M M = са. 由 于 M 知 阵 行列 式 为 1, (2-1, e= + 1. Boa RU 
ЖЕНЕ Е A S 52,0 лі + M 之 间 存 在 一 二 对 应 关系 , 这 种 对 未 关 
系 显 然 对 元 素 乘 积 保持 不 变 , 因为 在 

A-NIMXxX(a,M'a)] М, A = NIM X tego MO ailiN 


п 
AA = NIMM x lo, MM о ЛЕМ. 


FERNEN T HA AER АНЕ 51,2, 中) 的 一 二 对 应 的 同 态 
关系 ,上 ,一 SL(2,C). 这 样 , 我 们 可 以 通过 研究 51.(2 ,CC) 样 的 类 结构 来 确定 上， 
群 的 类 . HORE + M C SL(2, CO PAP SE КЕЗ] B [8] — 7-808 8 6 ZEE IR A € Г, 
sL(2,C; 群 两 个 类 对 应 L BE -个 类 ,下面 为 简单 起 于 ， eB Hh LARK, 

£ мезо, СУННА AKA (BL. 则 可 通过 相似 变换 X € 5142, C) 


对 角 化 
el ак-аф 12 Ü | 
х=! MX 一 一 — + ab get ed 12 ， 
| Ü e ESTIN? | 
- к< фт, О = w < 92. (8.31) 
|es о -sing 0 0 | 
|sn 9 COS Ф 0 0 | - X X qQ х, 
| | () y posh w -i sinh o] О = р < °. 
. Ü () i sinh ш cosh a J 


这 些 类 用 了 两 个 参数 ww TU o Tir 25. 
当 M 矩阵 的 两 个 本 征 值 相 同时 ， 上 十 1 对 应 L, REBEC, HE L,8E— 328, 
db oo Sp Ye€suO, СОЯ Н. А 


Вл 50( MD) 群 和 党 伦 兹 和 群 ' 299 - 


А A BEREN = —2i, 2; 2, 0, 0, fH 


М2 +1 0 
| 


КӨШІ ибт,3г/4,0). 


0 42-1 (8.32) 


Фф — т, 8 = ni, cosh а» = 3, @ л, В = Зт|4, y = Ü, 


c2 0 -1 -2i 
0-2 al 


容易 检验 A 确实 是 一 个 加 有 洛 伦 兹 变换 ， 且 四 个 本 征 值 都 是 1. 它 只 有 两 个 线性 
无 关 的 本 征 矢量 . A 可 通过 相似 变换 Zz 化 为 若 尔 当 型 : 


0 0 2 -l ото O; 
mI 0 0 о | Hr 0 | ia 
0 -4 0 1. 12 0 1/2 | 
о 440 60. lo Q 1 i 

1 0 0 0 

улде; |o i ci O 

0 0 1 1 

00 0 L 


最 后 我 们 来 证 明 , 任意 一 个 二 维 么 模 复 矩阵 PC SL(2,C) 都 可 表 为 (8. 30), 
那样 的 M ЖЕ Ёл, ВП 
Ав |22000 


Р = | ‚= alo, 0. 0) | 
C D; о e 


ula, B. У). 


一 ы? 


cos B/2)c “5 "?  — wn( шетел е 
ula BY) = | 


sint 3/2 ее ЕЗГЕ: cost 8/2) elt үзір 


* 300 > 、 
MEME gut Ee 


Ln ші прат чө E o ' 
А 一 СәСсре с — өзе e a + yH , 
> — — we] 2. — ata rk 2 e: i 
B еніне ЕЁ — sae "he TDT, 
__ ‚муш ipa УПА ғы“ ға 
C = зе се" + се "p rt nm 
D — a wid i YH2 mI Ug tat 
= — sas ae E + оссе С og 


其 中 c, = cos( 012). s, = sin( 8/2) IL c, = cos( 8/2058. AA 


2 . ; 
| A 12 = — (sinf sin B cos a )/2 + chehe” + s se, 


D 


| H |? = (sinB sin B cos a /2 + ciae" + siae “, 


| C 12 = (sin8 sin 8 cos a H2 + бе” + csse ", 
| D Ü =- (sinB sin B cos e )/2 + #5526“ + сезе °, 
AB = €" |- созӣ sing + sin8 一 cLe"e "+ зе е" ) 12, 


АС = e" |cos8 sing + unü(cze"e ”一 sse "e" ) 1f2, 


m ін 


22 2 "P 
АЮ = sys, + сө cg. 一 sec sc (ес е е“), 


2. |C]: + D|? =e +e, 


ді + |B 


cos 06 le — e“), 


al + IB? - ICU - ID ° 


?cl|lcl^-;pl^ = es B (ee — e"). 


А] - iB 
由 后 三 个 公式 分 别 定 出 四 , 9 和 8B, Н AD 等 公式 定 出 ua, 由 AC ЖАВ 等 公式 
定 出 Y Же. 这 里 用 “等 公式 "是 指 能 用 以 计算 的 公式 不止 一 个 . 证 元 
举 个 例子 , 计算 如 下 PP 矩阵 的 参数 ， 
1312 -1-iQ34 D]. - 2 61-1302 +1) | 
41 42%1-1(/2-1) 43:42 + 1+ iU2- ІЗІ: 


&iAl?-1D1?-9/8, | Bi? = (15/8) к СІ: = 05/8) -/2, 算得 
coshe) = 3, sinhe = 48, е” = 3448, е” = 3 - 8 
соз@ = 1/2, 日 — л/3, сой = — 112, В = 2жі3. 

再 由 AD-3(1-1/8)/8, 得 


ge" + е "е" = cosa 一 id. 2sina 


ЖАЛ SOCN HERR (5 2E BE - 301 ` 


ЖҢа--т/2. 最 后 由 


v3[-2(3+wv2) - i . 43. 43 | 

Ag = 3 3°у2)-1_ 2 10303-43) 
‚_ V43[(- 1- 21( - 2 yy3 .3 

АС = | A )J = e Iz 3 26035) 


р с 9 = Яе = -1, ЖШ p-z/2 Hl y m. 


9. 试 把 加 有 洛 伦 兹 群 L ЕЛЕК РЕНО СРЕ ВОР. 
解 上 题 已 通过 (8.29) 式 建立 工 , 群 任意 元 素 A 和 SLO, CHR + M 之 间 的 
一 二 对 应 的 同 访 关系 : 


+ M = + ul, 8, 0) u(e4,ie)u(a, B, y) = Асе. J wa, В. y) , 


2 
| е“ 
+ ule a) =+ e “5 = + ` | R(es,a), 


(0 е) 
cos (8/2) - sin( 8/2) | 
É Есе; 8) % 
sin(8/2) сов (8/2) 
| [e^ 0 | 
= ule, iw) = + gs = + | [7 Ales io). 
0 e 
如 果 能 把 SLOG,CORHESOUE МНЕ SUP, 就 可 以 通过 (8. 29) 
式 把 固有 洛 伦 兹 群 工 ,任意 元 素 4A dus BOB PERI FOR OR ОР X 
由 {8.31) 式 和 (8.32) 式 , 3 M 矩阵 的 两 个 本 征 值 不 相等 或 两 个 本 征 值 都 为 1 
时 , 它 可 以 通过 么 模 相 似 变换 化 为 矩阵 的 指数 函数 形 却 . 当 它 的 两 个 本 征 值 都 为 
_] 时 ,虽然 M 答 阵 一 般 只 能 化 为 (- 1) 乘 一 个 矩阵 的 指数 画 数 ， 但 代入 {8,29) 
式 时 , 这 负 号 被 消去 了 . 因此 ， 把 相似 变换 移 到 等 式 右面 ,我 们 可 以 把 SL(2, S) 
群 任意 元 素 MRA 


M =+ exp( — iQ- 6/2), а: M' o, =+ exp( - iff - в/2). 
Xi (8.29038, МАЛ КН ЕНЕ ЗЕ A 为 
А —Niexp ( — 1 ` 6/23 х exp (— iin o/2)1 М”! 


1327000 Bom 


———I ы ла 


一 一 一 
一 一 -一 一 — 


= схр( = i - T''')exp( -iQ^ .人 


3 
= exp: — У? огно, TU. ) | 
п | 


1 
— | DN "г ЧЕ. T 
-expi- i Pio T, 一 S Taal 
u р 


a=. 


其 中 TOM Tos Ta SE SD(4) 群 自身 表示 的 生成 元 , 已 在 (8.12) 式 给 出 ， 而 参 
数 wa в, TAA Q. НЗС. 


us = У) (Q, +0; ), wa = AX - 0; ). 
= | 


RE, ЕАТС А BL НМЕ БЕ WR Ж РАТЕ, 参数 о 蚌 实 数 ，w,, В 
TR. 这 组 参数 w, ,主要 供 理论 研究 用 ,实际 计算 不 太 方 便 . 实际 计算 中 一 般 仍 采用 
参数 (gqg,0,w,a,8,7). 两 组 参数 的 换算 通过 (8.29) 式 进行 , E 

M = u(o,0,0) utes ,ie)ula,B, Y) = exp(— iQ * a[2). 


10. ix 
3 "Ju di, 了 | ЫР 
X —— ixl 22,0, = 
&—] T1 + Lt. — Жа БР 
其 中 r ЕШ, х, = ict REB, ХЕЛ ЖЕЕ. Xi de M = 1, МЄ 
SLO.C), 


3 


. 0, қ E 
MXM! = X = - іж,і + > олуб. 


шті 


(1) 计算 trX Fl dec X, (2) НИН z. = >) А,а,, АЯА ЖЫ 


ФА, (3) REIES L, - SL(Q,C), (4) 4 A ХЕ (eí, ф), Е(еҙ, 9). № 
Асе, іо), 分别 计 算 对 应 的 М Е, (5) 对 任意 固有 洛 伦 慈 变换 ， 写 出 
УЛУН) МНЕ. 


WE (1) X=- 12х,, det X = — 21. 
(2) Х = MXM RUKE, 可 按 1 和 泡 里 矩阵 展开 , 系数 z EXE, г. 
纯 虚 数 ， 且 它们 都 二 表 为 zx, 的 线性 组 合 ， 


m NS SO NOR MIME ЕНЕ : 303. 


1 
其 中 ALMAL EXW. Aaa JA. ЛЕШ ЭХ, X [f det X = det X, ИП 


1 


4 
Y “2 __ ` ` 2 
>: м m Жазы” 
pol ” 


所 以 A КОРАН ЕЕ, 它 是 正 交 矩阵, EBE JSC IK SR OF MER. 233 M= 1 
时 , A 4н. 由 于 SLO, СЕН ЕЕ, 04 M 由 单位 矩阵 出 发 , 在 SLO, 
性 ) 群 的 群 空间 中 ,连续 地 变 到 更 在 的 МЕНІ, А 也 由 异 元 出 发 , Æ L, ЕЕЕ 
空间 中 ,连续 地 变 到 现在 的 A ЖЕ, 因此 А 属于 固有 洛 伦 兹 变换 . 

(3) 由 给 定 的 M BHEE, 可 以 计算 得 X = MXM ВЕ, Mni E Bh fg E — P 
HAREA TEER A. 设 由 MAM HAIR X ERE EE А ЖЕБЕНІ, DUI 
MIM 可 与 三 个 5 矩阵 都 对 易 , 因此 它 必 是 常数 矩阵 .又 由 行列 式 为 一 的 条 件 和 定 
出 M = M, 即 我 们 得 到 A 和 + M 之 同 的 一 个 对 应 关系 . 此 对 应 关系 明显 对 
元 素 乘 积 保持 不 变 , 因此 LEER SUO, CORAS, La~ 8142,С). 

(4) 忽略 M 矩阵 前 面 的 正 负 号 , 可 把 M ЖЕНА 拖 阵 用 相同 的 条 量 表达. 
м А6 SO(3) 是 转动 旋 换 时 ，M 显然 取 SUCER, 

Mle) = ule, gp) = 1соз(ф;2)— iaasinf 9/2) , 
М(е,,0) = u(e,0) = [соз 0/2 ) — iasin( 0/2), 


一 般 地 有 Mia. 2, уізибо, B. У), 
(со B/2)e "Т" — sim (8/2) ga nm 
u(a, B. Y) = mE 
sn( Bj2)e ^" cos( B[2) e" 7 
设 М(е. ie) - 1M + o, M. + o) ML, + оз M, WE 
Mte; ia) XM(e, io)! = ~ il(iz;sinh w + z,cosh а) 
+ са С r,cosh e — iz,sinh о) ағу T Os, 
分 别 让 一 个 坐标 分 量 为 1. HORAE RU, ERER 
Mes, iwo М(ез.і9) = 21, 
Me; ie)o; Mle, io) — 85. 


Me, io)oM(Ce; іш)! = [xinh w + бұсовһ аз, 


Mes im) Мез Qo) = leosh о» + e4sinh w. 


M 群 论 习题 精 解 


nel í s r 一 


НЕР ІН Ж, 再 移 到 等 式 碳 面 ， 出 前 两 式 得 

М, + o M, = 0M, -anM M = 1, 

IM, — a, M, + o. M; — 6, MT M' = 1. 
BI, 得 M, = М, =0, Mal IM; =l, 和 M. Mi 是 实数 . 后 两 式 变 
成 相同 的 , 41M. + Ml? = cosh w #l 2M Mi = зіпро. 注意 det M= 1, 略 去 
АН, ЖИН M. coshe/2 Ж M, —sinhe/2, BI 

Me io) = i ДЕ и (ез iw). 


一 tl 


е 
(5) 对 应 任意 的 固有 党 伦 兹 变换 Alp. 8wa В, Y) В 
t М(ф,.Ө.о,а, B.Y) = + u(o,0,0) uCes ,im)u(a.B, Y). 


第 九 章 ” 李 群 和 李 代 数 
一 、 斗 单 李 代 数 的 分 类 
k ”由 李 群 的 结构 常数 Ca” 定义 基 灵 (Killing) 型 


Бав = Car Си = — 1101938), (0.1) 


55 PR dH UU, 半 单 李 代 数 的 充 要 条 件 是 基 灵 型 的 行列 式 非 零 , det g 关 0. 半 单 李 
代数 可 分 解 为 维 数 大 于 一 的 单线 李 代 数 的 直 和 |. 

k ”对 维 数 大 于 一 的 单纯 李 代 数 , 可 以 适当 选择 基 { 选 择 李 群 的 参数 ), 使 基 灵 型 
ХЕ рар = 一 6: 取 生 成 元 的 嘉 当 -外 尔 基 Н, Е, 它们 满足 


[H,, H, | — 0, (Н, Е.) — а, 
Na, аа-а + № «+ f f, 


[E,, E] - а, | "ia * B = 0, (9.2) 


0, шат BETER, 


Hop ен 是 单纯 李 代数 中 能 互相 对 易 的 生成 元 ，! 称 为 李 代数 的 秋 ，! 维 非 零 
о 称 为 李 代 数 的 根 矢量 , 简称 根 . 根 所 张 开 的 ¿ 维 空 间 称 为 根 空间 . TRAE 
负 成 对 出 现 , 除了 正 负 根 外 , 很 矢量 互相 不 平行 . 根 а 和 生成 元 E。 有 一 一 对 应 关 
系 . 第 一 个 不 为 零 的 分 量 为 正 的 根 矢量 称 为 正 根 , 否则 为 负 根 . ВЕНЕ H, 称 为 
对 应 零 根 的 生成 元 ,当然 零 根 是 ! 重 简 并 的 . 在 嘉 当 - 外 尔 基 中 , азат 
Ж, 使 根 都 是 实 根 ， 且 基 灵 型 满足 


Eyu == бу» —— Ба = — O08! Ex 一 Ёш = Ü. (9.3) 
ga PAER S [B| B BE Us E , рН езін ЖЕЗЕЙК JL 4975 [н]. 
去， 对 于 李 代 数 的 任意 两 个 非 零 根 a 和 上, 可 以 用 a ЗУ В 的 办 法 得 到 根 
©. TA b TE, nj ix gc np Et, 其 中 qu U п = Pas Ри 1 q a EEN Ж, 
而 at(p,* DB Ma- (ua - DB 不 是 根 . 可 以 证 明 


Гв} B) = (й * pod, = @ 一 Бай, сір 一 В . 812. (9.4) 


— — 一 一 一 一 一 一 ----- ----- 
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Ж. LAB, 同一 个 根 а НЕ Hor dB: а,0Ж-а. 

Ж ЕЗ НЕЧЕ У, АЕ ВСЕ У, 李 代 数 所 有 正 根 之 和 记 和 作 2p. 
不 能 表 成 其 他 正 根 的 非 贡 整数 线性 组 合 的 正 根 称 为 素 根 ， 沁 帮 ru. 因此 所 有 正和 根 
都 可 表 为 素 根 的 非 负 整数 线性 纽 合 , 素 根 之 差 不 是 根 . ! 秩 李 代数 有 ! TRR, H 
它们 线性 无 闫 ， MARAKA RREN 5л/6, 3л/4, 2т/2 X к/2, їйї НОРА Ж WS TS 
度 平方 之 比 对 应 地 分 别 等 于 3, 2, 1 或 没有 限制 . 

友 ” 维 数 大 于 一 的 单 张 李 代数 有 四 个 系列 的 典型 李 代 数 (A,， Bo CORE Di ) 和 五 个 
例外 李 代 数 {G, ,TF Е, E PLE, 上 中 地 代数 A 对 应 的 李 帮 是 SCCIT F 
代数 В, 对 应 的 李 群 是 SO(27 +1)， 李 代数 C, 对 应 的 他 群 是 Sp(2/), FRA D XI 
应 的 李 群 是 SO(21). 用 帕 轿 表 长 度 较 长 的 素 根 ， 轩 图表 长 度 较 短 的 素 根 , XAN 
51/6, 3/4 R 27/13 的 两 素 根 分 别 用 三 线 ， 双 线 或 单线 相 联 , НАННАН ЯН 
线 联 结 , 这 样 构成 的 图 称 为 邓 金 (Dynkim 图 . 维 数 大 于 一 的 单纯 李 代 数 的 邓 金 图 
如 图 9.1 所 示 . 


FEE 0—9—9—9-9-9 i 3 3 4 


2 3 r2 l f 7 6 
、 Ре о оо 
В, 223 GAY. --—— aWhh 1 2 3 4 5 
І 2 3 I-2. =l І ч 
С. 22 ——6—-—9--9——9—— | 2? з 4 5 6 
] ; 


2 + F2 Hl i 


8 
i-i 
D,/iz4 —O-—O—4Q--- Ев 
| - 3 2 


І 1 2 3 4 5 6 7 
图 9.1 单纯 可 代数 的 邓 金 图 


去” 单纯 李 代数 也 可 用 嘉 当 矩 阵 来 描述 .7 秩 的 单纯 李 代 数 有 : жн, 定义 1 
ЕҤ А: 


A. = Pir dr) = er. fy — (г, ` r. Md, (9.6) 


Pa 7 Ty 


它 的 对 角 元 总 是 2, 非 对 角 元 可 了 到 O, —1, -2 和 一 3. ЫХ, HRR г, 
Hr RAAHEN, А. 7A, 70. 上 3 它们! 有线 相 连 时 , Ж j КАКВИ r... 则 
А, = -1, Ü A, 7 - n. Жл 是 连 线 数 . 邓 金 图 和 嘉 当 矩阵 是 一 一 对 应 的 ， 蕊 
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f TEARS ETZARA ARa, ШЕН ШЕЛ ЖЕЛЕК. mi Bomber ipe iE 
李 代 数 的 全 部 正 根 . 计算 方法 如 下 . 
ЖК КИЕ Н] 32 Al. 


I 
а = УС, , C, = 0, 
一 上 | 


而 51 C, folia 的 级 数 . 素 根 是 一 级 根 . 采用 递 推 的 方法 逐 级 计算 正 根 . UE n 
级 以 下 的 正 根 已 经 全 部 找到 , a 是 一 个 级 根 , 要 判断 atr ETER. 计算 


i 
q-p-r(aír,) = > AC. (9.7) 
к= 1 


因为 п 级 以 下 的 报 都 已 经 找到 ,gqg 为 已 知 , 所 以 由 (9.7) 式 可 算出 р, AMER a 
+r UR. 


1. hA a 和 户 组 或 的 根 链 @ tanp, qan, 根 链 长 度 为 pc qoi. ПЕН. 

纯 李 代数 的 根 链 长 度 不 大 于 4. 
证 ”用 反 证 法 . 设 根 链 长 度 大于 四 ,， 则 可 重新 定义 根 а, 使 下 面 五 个 矢量 都 是 非 
ЖАН: 

@-2Б, a-f, о. в В. а + 2p. 
显然 下 面 四 个 矢量 不 是 撒 : 
(a +2B) + a = 209 + В), (a £2) - a - 2. 
AHE, 
0 = Pí(a +2B)la ] = алҚаз2р)ы-а- 2 € 2CB - а)14,. 

两 式 相 加 , 得 到 矛盾 的 结果 . EE. 

ІН > Ф а + Р.а т 1554, 所 以 gw 和 pss 都 不 大 于 3, ИП Г(а!ЁВ) = qa — pw 的 绝对 
(EAT 3. 


2. 试 证 明 素 和 根 之 差 不 是 根 ，! 秩 李 代数 有 : TAR, 县 它们 线性 无 关 . 
证“ 先 用 反 证 法 证 明 素 根 之 差 不 是 恨 . БИЖ а, г, 7,70 Ha 
BER, WRR r ТЕА л, +a, Жа 是 负 根 , 则 ~ 表 成 两 正 根 之 各 六 
«C eg)y， 都 与 素 根 的 定义 矛盾 . ЯШ, 

D(r,lr,) =- p, 9. 


хан зен ТЕ. SUBSECH 是 然 不 能 小 于 1. 否则 它们 不 能 组 合 出 全 部 


IER. 现在 用 反 证 法 证 明 素 根 线 性 无 关 . WOES Н ИТЛЕ TE XU, ЖАЗИТ, 
把 负 系 煞 的 项 移 到 等 式 另 一 边 , 得 


1 
a = ` CF = S dr, 


其 中 cna, MEER, Hoo fü, 互 不 相等 . НТ a= 0, 


0« a^ = Уса, > r, £ Ü. 


^® 


FH. 


3. 证 明 两 素 概 间 的 夹 前 只 能 取 5z/6, 3ж/4, 27/3 nk x/2, MEER RETRO BE E ЛТ 
比 对 应 地 分 别 等 于 3,2,1 或 没有 限制 . 
证 “计算 素 根 夹攻 余弦 的 平方 : 


dcos Ө = ( TOS = P(rdfr,)D (rir. ) = 整数 . 


F. ' rQJir, 7 r,) 


由 于 余 台 的 取 值 范围 ， WEARER 3,2,1 或 0, 因而 夹 角 8 取 值 分 别 为 Srj6， 
3534, 22/3 或 x/2. ЖАНЕ, 设 素 根 ,长度 不 小 于 素 根 +. 的 长 度 ， 


- rir ir.) 2- Fir ir). 
这 两 个 非 正 整数 的 乘积 等 于 3.2.1 或 0, RETO r ) 等 于 一 1 或 0, Гл, 09 
于 -3、-2. 一 1 或 0. 而 这 两 个 数 之 比 正 是 两 素 根 长 度 平方 之 比 ,， 即 


两 素 根 垂直 时 , 它们 的 长 度 之 比 没 有 限制 . 


试 计算 Е, {КӘСЕ ЧЕ EE. 
E, 李 代 数 的 嘉 当 矩 阵 是 一 个 六 阶 矩 阵 ， 对 角 元 为 2， 按照 它 的 邓 金 图 上 的 编 
, 只 有 如 下 行列 的 非 对 角 元 为 -1: 12, 23, 34, 36 和 45， 其 余 为 零 : 


2 -1 0 Ü 0 0 | 


ажа 


= = am. со 
pem 
| 
= 
r 
l 
p= 
e 


第 九 间 ” 李 群 和 李 代 数 


5. ОА ИЫ ЧЕ КАНН ЕЛДЕН, НЕ ЕЕ. 


| 2 r. r 
— [ = - Р E 
| | А, Г І É | E | F, ` P, 


1 
Ü т —1! 2 


м xo ER 3f; 2704 -2, ШАЯ ЕР ЖЫ 2 和 3 间 有 双 线 相 联 , E = 
3 2 AC. XW ABS, 素 根 3 EAR, IARE. SCHRIEB) 12 和 34 行列 的 
FETERE- 可见 邓 人 金 图 中 素 根 1 和 2 间 和 素 根 3 和 4 间 有 单线 联结 , нж 
ig 1 和 素 根 2 同 是 长 根 , BAR. UE 4 和 素 根 3 同 是 短 根 , RIEN. 因此 这 是 
Е, 全 代数, ЕВР: 


] 2 3 4 


6. 试 计算 CRH ERREI. 
E САНЫ ЖШ, PRA 
г, = Z 1266) - е), ғ, -У2е;. 
САҚ ОА ЗЧ Е 
MN 
А = . 
-1 2 


先 确定 r + pir; 是 不 是 根 . 由 (9.7) 式 ， 
ру = 一 Troy -- Ax = 1. 
因此 ritr TN 1/2 (e, + e;) 是 要， 而 Р -2, ЕЕ. 这 是 惟一 的 二 组 根 . 再 算 
(ғ, trt фрг EDER, 
р: = 1 Ап - Ар = 1. 
ДІҢ 2, tr. =v2e, 是 惟一 的 三 级 根 ， ШЕТІ tro. [d 3g (2r, + 2r; AR F) 


+ 的 两 位， 显然 不 是 根 ， 因 此 心 代数 有 四 个 止 根 ， 四 个 负 根 ,两 个 零 根 ， 阶 为 
10. 本 题 算出 了 代数 的 根 用 直角 举 标 系 的 基 矢 量 e 表 出 的 形式 , 这 结果 可 以 排 
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— .-. -- ñ 


上 到 СООН В). BOE XS, CHE +/Зе,, +/1/2(е, + e YRIV 1P2(e, — e). 


7. 试 计算 nf ПЕМ. 
М 到 代数 有 -个 素 根 , 常 取 为 


гү = e, — е, г, = е. — 6j, r; = е4. 
ЕНЕ Je: 
E -1 09 
A= -1 2 -Il 
80-202: 


JB E ri t pU, r T PFa, r. руг, e EH. H (9,7)X, 
ру =-— Аз = 1. P: =T Аз = 0, р, =-- Ар = 2, 
КИШ ЯЗ PN T" RR кү r, Ж ГУ 于 天 3 ， т HI r 27r3 世 是 根 ， Р, +2r #0 r, + 3ra 


ЖЕ. JA TEES XE Cr, Tr.) + biri, (rit бә} + pira, (гу f ri)* pari (е + 
ri) + piri E ЕЙ. 


фа = 1- Лу - Ap = Ü, ps =- Ax - Ар = 2, 
ре =— Аш — Ауа = 1, p: = 1— А» — Ад = 0. 
因而 除了 前 面 嫂 出 的 三 级 根 r;, t 2r Pb. 还 有 一 个 三 级 根 rr + riot rus 在 四 级 根 
中 , EBA r + rn +2r3 是 根 ,， 三 级 根 r; + 2r3 加 ен ЖЕН, 加 r CAER. 
三 级 根 r + ruo rU ri 不 是 根 , 加 x 已 知 是 根 ,现在 来 确定 (er, + ra t r.) + par; 
ЕЖЕН. 注意 r+ r; 不 是 根 ,得 
pao Ал - Аъ - Аз = 9. 
这 样 ，r + r+2r; 是 惟一 的 四 级 根 , B HU ra 不 是 根 ， 要 计算 它 加 p. ri MINI 
Pur: ЕРЖАН; 
ы-1-А,у-Ар-2Ау = 0, 
ры == Ал 7 Аз - дА» = 1. 
得 惟一 的 五 级 根 r +2, *2r,, 已 知 它 加 rr; 不 是 根 ,加 rid CHR RUPEE. 因而 
不 是 根 , 要 计算 它 加 pur EDER: 


ялт жанан ome 


Pu = Ay - 24: = 24А; = 0. 
没有 六 级 根 . 
^B F, RRRA TRR, MERR r e 6). r, = e; eH r. 
“~ ei， 两 个 二 级 根 ri 4r—eQ,—eiH r. + гк, е, FT LER r, + r. + r, е, fü 
r,tlr,—e,te,, ТИН, + re; T Zr, e, + es， 利 一 个 五 组 起 r t 2r, + 
2r,—e, t e; , АЖ B TURPIUS 3, 阶 为 21. ЖЕЛИН T БУ ИЕЛІ AE 
ЖАННАН e 表 出 的 形式 , 这 结果 可 以 推广 到 B 代数 根 的 一 般 形 式 , 它们 是 


Le, і(е ! e, Mite, ^ е). 

8. 试 计 算 TDP, 代数 的 全 部 正 根 . 

8 О, АПШ XB, BUS 
гү =e, — е5, гу = 6)- ез. 
т, =ë, — 8}, Fa — Ёё, Ғе). 


D 代数 的 嘉 当 年 阵 是 


0 -1 0 2 


先 确定 r 十 ругу, Р t Pafas Fi T Pafas r; T Dara. Fo Рг 和 r, + p r je A" 


是 根 . m DX, 
p =-Азх = Í, b: = ~ Ая = 0, рз =— Ай = 0, 
фа = Ар = 1, ру = - Ар = l, ps =- Ав = Ü. 


Wm = AER г, Tr е - 6), F; t Fa 803 е4, 和 和 ra + r, = e, ед, E I 
те БЛП гә гу A ra, PEAR. 现在 计算 ritr; t Porini t r. t рыз, ritr, 
рКа, Pa tra + Piris» Fa trat Pifas Fa E ra t Pizas Р T Fí Puoi r,t 


r, + puru r r. + разга КАЕМ: 
p = 1—- An Ax = 0, ps =- Аз — А» = 1. 


рә =— А) - Ax = 1, Pin --Ар- Арз = 1, 
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Рі 二 一 Аз — Ам = |, 
其 中 有 些 是 重复 的 ， 基 有 二 个 -= 级 恨 , rit r tri mee, гү tri t r = e + 
6), Fo; t F4 Tr =e, t еу, 在 它们 基础 上 加 某 些 素 根 已 经 知道 不 是 根 ， 要 计算 r 
tra trat рр» ri Fatra рү, Fr Tr; tr, рык), fi T r; Tra + bu rs, 


r. + га +r, +t руг r. t rs 1 r, t pride RR: 


Pis 770 А», — А - Аз - 0, p17 = А. - Ар - Ав = |, 
Ра =— Ах Ag- Ад = 0, Pu = Аң Ax — As = l, 
Pm = Аь-— Аз Au = 1, pa =- Àx — Аз — Ам = 0. 


пери ror tr Tre еу ез, Ш B ЧАН ЕЛІ г. A rA 
ЖӘН, Amin Par EDER. 

Рэ = — Ад т Аз» 一 А; Ax = 1. 
号 有 一 个 五 级 根 , r 2r; tr; ltr = e te. 在 二 级 根 上 加 rr; 不 是 根 , MITAI 
Pari Pari bsr, E SEN. 

pa = — Ай- 215 - Аз т Ац = Ü, 

Pn — Aa 一 2Ау- Азу— Ам = 0, 

Pas 一 一 Ал 2 A qo n А 4 v Аш = 0. 
x, D 代数 有 四 个 一 级 根 ， 三 个 二 级 根 , 三 个 一 级 根 ， 一 个 四 级 根 和 一 个 五 级 
R, ЕН ғы 4, 阶 为 28. 本 题 算出 了 D, 代数 的 根 用 直角 泽 标 系 的 基 天 
E e 表 出 的 形式 ,这 结果 可 以 推广 到 D, 代 数 根 的 - - 般 形 式 , EIJE tle +e) 


(e, — e, ). 
二 、 不 可 约 表 示 和 谢 瓦 莱 基 


k ”在 一 个 不 可 约 表示 的 表示 空间 中 , Hz 日 的 共同 本 征 状 态 |m) 作 为 基 , 本 征 值 
өні 维 空间 的 失 量 称 为 权 矢量 , MEM: 
Н, | m? = m,| m). (9,8) 
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对 应 同一 个 权 m 的 线性 无 关 的 状态 数 可 能 多 于 一 个 , 这 样 的 权 称 为 重 权 , 否则 称 
为 单 权 ， 由 (9.2) 式 得 


К./то-іт-а). 
正 根 a 对 应 的 生成 元 EE, 称 为 升 权 算 符 , 而 EE-, 称 为 降 权 算 符 . 在 给 定 的 不 可 约 表 
示 中 ,对 于 和 任意 给 定 的 权 m fia. 可 以 得 到 一 个 有 限 长 的 权 链 : 
m +s, Q= n = р, T. 
m + (p + Оа 和 m 一 (gt Da AEN. (9.9) 
可 以 证 明 ， 
Г(тіа) =q- p = ЖЖ. (9,10) 


而 且 权 m Am- eDGn] a Ж ЖОНЫ, ПЕНТАН а 的 平面 
的 反射 相 联系 . 这 样 的 两 个 权 称 为 等 价 权 , 这 样 的 反射 称 为 外 尔 (Weyi) 反 射 ， 通 
过 外 和 尔 反 射 相 联系 的 所 有 等 价 权 称 为 外 尔 轨 道 ， 等 价 权 的 数 是 称 为 外 尔 贺 首长 
E. 
由于 (9.10) 式 ,在 权 空 间 中 可 以 定义 基本 主权 w, ,满足 
DGOw Ir.) = (w, rid, = д. (9.11) 


与 (9.6) 式 相 比 较 ， 基 本 主权 w, 与 素 根 x, n 38 SEXE ТАЗЕ ЕАК 


i 


r. = Jwa W= BUSCA Du (9.12) 
4-1 I 


采用 基本 主权 作为 基 特 别 方便 , DIOS TESEAE ERRARE, 根 和 权 的 所 有 分 量 都 
是 整数 . 
Ж ”把 嘉 当 一 外 尔 基 H 和 EE, 作 适当 组 合 , 可 得 谢 瓦 羔 基 H, , FE, 和 F,: 


H, — d, > (r, ), H, % 


^ - 1: E -M2 p 
E, — d, "USE, F, = d, E-n (9.13) 
它们 满足 

Н.Н, | — 0, ІН,,Е,! — A.E, 

Ін,.Е,1-- А.Е, [EL F,] = ë, H,. (9.14) 


Jt. EH ER Serre “Ж: 


(35 eH x MU 


—ə—-. -- 一 -一 - 
1 


LE, LE, LE, E e] = 0, 


1-4 
ее 


LEE SUUESE |] = 0. (9.15) 


对 应 非 素 根 的 生成 元 忆 , 可 由 谢 瓦 莱 基 的 李 乘 积 (对 易 关 系 ) 得 到 . 特别 福 意 ,有 相 
I] и f LU ELSE H, LE, FILE, ,就 像 SUI2) 代 数 的 生成 元 2 六 .了 和 了 一 
HE, 满足 SUI2) 代 数 的 对 品类 系 


Н.Е] = 2E,, Н.Е] =- 2Е,, [E,,F,] = H,. 
y Fg ЖЕЕ. 权 分 明正 蚌 以 基本 主权 为 基 记 得 的 分 晶 ; 
H.,|m;= m,,m?, т,-Г(тіғ,). (9.16) 
m ER, T ELEC m 通过 素 根 ,得 到 的 等 价 权 为 
m — r,l'(mir,) = m mF, (9.17) 


EERDER. F 是 降 权 算 符 . 由 于 表示 是 有 限 维 的 ， 租 一 个 不 可 约 表 示 必 


H, M)= MIM:, E, M) =0. (9.18) 
最 高 权 必 是 单 权 ， REPR A Bug МЕЖЕЛІК ЕЗІ: 
m = M - er C. = с: (9,19) 


C. EROS т 的 高 度 , 最 高 权 的 高 度 为 零 . 常用 最 高 权 标 记 该 不 可 约 表 不 . 

分 量 都 是 非 负 整数 的 权 陈 为 主权 . 由 于 (9.10) 式 , 最 高 权 一 定 是 主权 ,每 个 
主权 都 是 某 - -个 不 可 约 表示 的 最 高 权 ， 以 基本 主权 作为 最 高 饮 的 表示 称 为 基本 表 
co г, 在 给 定 的 不 可 约 表 未 中 可 以 包含 若干 个 主权 . 把 每 一 个 主权 的 重 
数 乘 上 它 的 着 尔 轨 道 儿 度 ， 相 加 起 来 . 就 得 到 该 表示 的 维 数 ， 因此 在 计算 给 定 个 
TARRE, 确定 该 表示 包含 哪些 主权 及 其 重 数 十 分 重要 . 最 高 权 的 重 数 为 一 ， 
从 最 高 权 通 过 单 -- 的 方式 用 降 权 算 符 包 . 作 用 得 到 的 主权 世 必 是 单 入， 商 能 通过 
不 同方 式 降下 来 的 主权 则 一 般 是 重 权 , 重 数 一 - 般 等 干 此 不 同方 式 数 . 

mop. dE FAC 3 RUBRI BUS AR Б. СЕНДЕ, ТЫ 
通过 重新 定义 权 m, WO. DARRERA 


m.m FH qr, (9,20) 


dtp q-m.. HR a З r. MRENE ERN, 则 它们 对 应 的 状态 构成 由 
H, E, FIF, Frag SU(2) 子 代数 ( 记 作 .7 ) 的 一 个 g+1 ЖЖ. TEILE EEG 中 F, 


I 第 九 章 李 群 和 李 代 数 ` 315 ， 
Нос 
F, іт — nr,? = У (ц — nai D Im (н + lr, Os m < g. 
(9.21) 


当 存 在 重税 时 , ЖУ mE dS RR Ut] EAR EDGE ES RRO DORRE IE 3604 HR 
件 计 算 适 当 的 线性 组 合 . 

k ”实际 计算 中 ,可 用 方块 权 赂 方法 计算 不 语 约 表示 的 状态 基 和 生成 元 的 矩阵 丧 
X, 具体 步骤 如 下 .每 一 个 状态 基 对 应 -个 方块 , 填 人 对 应 的 权 , ЕМЕН 
标 吉 以 区 分， 最 高 权 态 对 应 的 方块 排 在 最 上 面 一 行 , 以 后 随 锅 度 增加 逐 行 排列 这 
些 廊 块 ， 从 最 商 权 出 发 ,每 凯 到 权 含 有 下 分 量 ， 就 按 (9.20) 式 建立 一 个 多 重 态 . 
每 出 现 一 个 主权 ,就 确定 它 的 重 数 ， HRO DRAAMA SA, 它们 的 重 数 
相同 ， 如 果 多 重 态 中 都 是 单 权 , 则 用 但 .21) 式 计算 降 权 算 符 F 的 矩阵 元 ， 如 有 于 
жу, ШІН (олу ИА ИЕН -的 条 件 计 算 相 应 状态 的 线性 组 合 ， 同 时 算出 降 
керк. НЕ. 升 权 算 符 E, WE Re ERER TETT F EPERRA. НИДЕ: 
19.16). 按 此 方式 计算 下 去 ， 和 直至 新 产生 的 权 中 没有 正 分 景 出 现 为 
下， 最 后 画 成 的 方块 权 图 成 纺锤 彤 ， 即 各 高 度 所 包含 的 状态 数 随 高 度 增加 ， 先 增 
册 后 总 少 ， 上 下 对 称 ， 通 过 方块 权 图 方法 还 可 计算 两 不 可 约 袁 示 的 直 乘 分 解 站 
题 具体 方法 见 下 面 习题 . 对 二 秩 李 代数 ， 也 可 用 平 击 权 图 来 表明 各 权 及 其 对 记 
的 态 , 平面 坐标 取 Н, Ax ERR. 因为 伴随 表示 的 权 和 李 代 数 的 根 对 应 相等 ， 画 出 
伴随 表示 的 权 图 也 是 计算 李 代 数 全 部 根 的 一 种 方法 . 


9. 画 出 心 李 代数 的 两 个 基本 表示 (1,0)，(0,1 和 伴随 表示 (2, 乓 的 方块 权 图 和 


平 画 权 图 ， 
fa СОНА ЕЕ А, ШЕН AT, елнын БАА К: 
[ 2 - 2 | [1 1 
А =, р А! = | . 
i-i 2) 41224! 


г, = (1/2, - 12) = 2w, - w, 
ғ, = (0,423 = —2w; 4 2м;, 
w, = ru r2 = (v 12, 0), 
w = ru гу = GIA, M2). 
кин! С.З CC s (1,0) (0,1), (2,0) ВОЗР Wi ИГ ЕБС 


_ 13067 _ Е | ЧЕЛИН 


从 伴随 表示 的 权 图 中 可 以 看 出 , CERKES UMER: 
AW, 一 W. = rj. — Aw, + 2W2 = Р), 


W, = r, + Fs. 2w, = 2r, tF. 


10. 计算 С, АЕК CL,O) X CI 0) 4 ЖЕ ELEC D R P CURT YE 
hi — A XE С. 

ы Ч.Ш ШЕЮ S Eu. v3 М, т), 其 中 и Ay ERU DRR 

+, MERDE LERRA TEMARI (ОНА), т 是 表示 Ad PIAR E. 

在 降 权 算 符 作 有 几 下 ， 

FM,m) = SD GO | M, т), 


a z 
т. 
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一 
—— nn — T e d 
D ` 


F, in, v) = ADAC, ) p.v + X Dpp (Fa) i v. 


乘积 空间 的 最 高 权 为 (2,0)， 可 见 在 克 业 布施 - 苹 登 级 数 中 有 表示 (2,0)， E 
КЕНЕ ЖЗ 


| (2,0),(2,0)› = (1,00, (1,02. 
(2,0) I9 HC РАУ, EET 
(2,00—(2, 2) (2,2) Q., 0). 
用 降 权 算 符 作用 ,得 
\(2,0),(0,1)) = v 1/2F, %(2,0),(2,0)) 
= 1211,0), OD +1,1), O,0»1. 


(0, 1 是 主权 , EREZAP, (0, REC EL, 但 在 表示 (2,0) 中 它 是 单 权 ， E] iÑ, 
在 克 某 布 施 - 戈 登 级 数 中 有 一 个 表示 (0,1), 根据 正 交 性 , 可 得 它 的 最 高 权 态 是 


| (0,1),(0,1)у=/1/211(1,0),(1,1)›—[(1,1),(1,0))1. 
此 式 也 可 由 升 权 算 答 作用 为 零 的 条 件 得 到 .《〈0,1) 的 等 价 权 有 。 
(0,1)0(,1) (2,1) 5 (0,0. 
继续 用 降 权 算 符 作 用 , 得 
| (,0,,20 2 ARE, {| (2,0),(0,1)›={(1,1),(1,1)), 
ll (2,00, (2,12 = Е, | (2,00, (0,1?) 
= 12110,01,0, D) 1(1,1),6(1,0))1, 
下 面 有 两 种 方法 得 到 权 (0,0), Piin] SETS — EX. 按 冯 子 代数 的 狗 重 态 来 区 分 
两 个 态 , (0,0,6 2%, (0,008 8: 
| (2,0), (0,0, ) 2 ТЕ, I| 2,0). (2,12 
= 0/2110,00,0,0) £10, D, O10 + LG, D, O10» 
+1(1,0),(1,0))}, 
F, 10,0),05,2))= (1,1),(1,1))+1(1,1),(1,1)) 


а, | (2,009, (0,0),) + a; || (2,00, (06,05;7 1. 


318 7 нела 


— n ------- — v 
T — — — 一 一 — 一 - 
一 -— 一 
一 -一 一 -一 一 -一 ”一 一 — 
— 


和 由 个 办 法 计算 系数 ag а, -ЗЕЛІЛНЕ БАЖ ЕЕЕ, 二 是 应 用 算 符 对 易 大 
系 . 计算 F, (2,0),(2,2), 5 i (0,0),(00,0 7 РЯ, 得 /2a 71, BE. а = 
1-1{2=/ 1/2, 

Е, | (2,0),(2,2)5= | (2.00,(0,0),2 * F (2,01,(0,0),2. 

| (2,00, (0,0),5 9 (1/2201 = ' CL,09, CE 00? 1L, CL, 17 

+L, EO, 61,13) ІСІ,03,(1,0))71. 
出 9 用 算 符 对 易 关 系 计 算 : 
Е, | (2,09,02,2)) =2а 142,00, C2,1), 
= FE, 1Q,0),023,2) —2F, I (2,0).00, D) —/2]| (2,0), (2, D. 


TER Ie as. 

(0,0) t, I EX. £p AR (2,0), (0,00 ЖЯ, 我 们 已 经 知道 在 表 小 
(0, Diht0,0) 是 单 权 , 但 在 乘积 空间 ，(0,0) 是 4 重 权 , RT UTE SEA -KA 
жәр E -TERO 0, 它 是 一 维 表 示 ， 我 们 在 后 徊 入 计算 它 的 状态 的 展开 式 . 
和 起 计算 表示 (2,0) 其 余 状 态 的 展开 式 ， 

TEMO, 1) = ИЗЛЕ | (2.0), (006,001) 
=/1{211(1,1},(1,00)05+](1,0),(1,1)»}, 
Е," (2.0 ,(00,0,) = IQ, D.C 122 | (2,00,(2,2)) 
| €2,00.(0,1)2 = 1/2 F, | (2.00, (2.25) 
- 031, 0,0. 0,00 = OLIO CEU t, 
| (2.0). (2,00, 2 / V2Fy, : (2,0). (0, 1))=|(1,0),(1,0)У, 
此 外 , 还 可 算得 
Fa i (2,0),00,0),)= 1 (2.0),(2,2)). 
F. || (2,0),(2,1)›= | (2,03.40,192. 
现在 计算 表示 (0,1) 中 态 的 展开 式 ， 
! (0,1).(2,.1)5= F. | (0,1), CQ, V? 


муарыа 0), CLE —1CL,D, 11,000, 


ВЛ РЕ . 319 7 
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CC — s "Ə 
_ 


k (0,1),(0.0)) = I/2F, 1(0,1),(2,1)) 
=(1/2)1]|(1.0),(1,0))+](1.1),(1,1)) 
-|(1,1),(4,1)›— (1,0),(1,0)) 1, 
! (0,D,(Q,1)0 2 V I2F, |К0,12,(0,0); 


- 19110,1050)» 210,0, 0,10 1, 
| (0,0,00,1) 2 Е, | (0,1, 2,12? 


-/dAR1G/D,0,02 210,0.0,0) 1. 


表示 (0,0) 的 态 的 展开 式 , 可 巾 与 前 面 三 个 权 为 (0,0) 的 态 正 交 的 条 件 得 到 ， 
但 这 里 我 们 用 天 权 算 符 作用 为 零 的 条 件 来 计算 . i 


| (0,00.(0,00 =a1(1,0),(1,0) * 510,0, O12 
+ cl (1,D. G2 4 0,0,0,0) . 
分 别 用 E, fl FE; 作用 得 
E, 1 (0,00,(0,05 2 a1 (1,00, 0, >t b CULO CL 1 
+є|(1,1),(1,0))+41(1,1),(1,0))=0, 
E; | (0,0),(0,0)0 2 Ша, OG, DO t el(CE D. (1,1) 70. 
Ша--бфӛ-с- - 4, 归 一 化 后 得 
l| (0,0). (0,0) 2 CU2211(1,00 0,0) — ICL, D (1,02 
EO), 0,09 7 10.0, 0,0) f. 
可 以 验证 . CS RE МЖ (0,00 IS E TE SE RS. 
最 后 , СКАЗЕ UL,0) X (1,0) НЕЕ ЖЕНЕ ЖЕ ЕСЕП АУ Ж 
示 的 维 数 如 下 
(1,0) x (1,0) = (2,0) Ф (0,1) © (0,0), 
4x4-—16-210:'5-41, 
其 中 表示 (2,0) 中 的 态 展开 式 关于 乘积 表示 交换 是 对 称 的 ， 而 表示 (0,1) 和 表示 
(0, 0) BE БААР. 


и. ЗР САЯК (0.1) x (O0, D ZHSE 的 克 莱 布 施 - 蕊 登 级 数 和 克 莱 布 


施 - 龙 登 系 数 . 
м ”组 全 前 后 的 态 仍 分 别 记 作 1,yY> 和 | M,mo. KP и d v xix (0,10 ИМЯ 
RE., M 是 克 莱 布施 戈 登 级 数 中 出 现 的 表示 (最 高 权 ),， 严 Jë dms М PIIR 


量 . 乘积 空间 的 最 高 权 为 (0,2)， 可 殉 在 克 菜 布施 A SOUS KU (0.2), EB 
RERAN 


| (0,2), (0,2)? = 100,15, (0,12). 
(0,2) 的 等 价 权 都 是 单 权 , ЕРА 
(0,2) (4,2) (4,2) (0,2). 
用 降 权 算 符 作用 , 得 
| (0,2),(2.0)5 =v 1/2 F, W (0,2), (0,2); 
-4/12110,1),(Q,00 + 1, D, (0,1) 1. 


(2.0) g X EL, 在 乘积 空间 中 ，(2,0) 是 二 重 权 , 但 在 表示 (0,2) 中 它 是 单 权 nA 
在 克 莱 布 施 -总 登 级 数 中 有 一 个 表示 (2,01, REFET, 可 得 它 的 最 高 权 态 古 


| (2,00,(2,00 =v 12110,D,(,D2-1Q,D, (9,15) 1. 


ан Ву РИ A E AR PORE STR. (2,0) 的 等 价 权 上 题 已 计算 过 . Ж 
续 用 降 权 算 符 作用 ,得 


1(0,2,(4,2)2 =v M2F, | (0,22, (2,05 = (2, D, Q, D, 
| (0,22,(0, D =v U2F, 110,2), (2.007 
s 12110,D,(Q,0) €100,0,(00,00) 1 


C0.1}) 也 是 主权 , 它 的 等 价 权 也 在 上 题 计算 过 . 在 乘 和 空间 中 ,，(0.1) 是 二 重 权 ， 
在 表示 (0,2) 和 和 表示 {2,0) 中 它 都 是 单 权 ， np aude dd ae Xo XE BUR h A ti EB K 


zR (0,1). 
l (0,2),(2,2) = U2 EF, 1C0.2), (0.1? 
-JÀ42110,0,0,0 + 12, D, (0,102? 1, 
| (0,2),(2,1)) = Q2 F, | (0,22. (4,2) 
| -2JA211Q.1,(0,0) + |0,0, 0,105 1, 


!(0,2,(Q,1) = F, | (0,2),(0, 0 


=. 1211(,1),(0,00» + 10,0, (2.1 |. 

IC FEBUT AS F 作用 到 态 | (0,20, (2, 10 К ЖИЕ МУЖ TE. F, 作用 到 态 
| (0.22,0(2,2) EB SEC (0,0), НЕ х (0,2) (0,0) АЈВЕ IE. — 
Ж. 按照 李 代 数 міН ША Ж УАН Td, BEZSCO.00, ER ЛИЛ, 5 (0,00, А 
能 属 单 态 . 


| (0,22, (0,0), 2 / T6 F, || (0.22, (2, 1? 
-—,/3/61|(2,1), (2,1)? 4 2100,02. (0,0) 
+ I,D, QD» 1, 
Е, | 0,2,0,20 2 /1211(0,D0,(0,0)5 + |(2,1),(2,1)) 
t [QD (2,1) * |(0,1),(0,1)› | 
= а, \\(2,0),(0,0),» +a | (2,0),(0,0),›1. 
用 波 函 数 正 交 的 方法 ,计算 F | (0,22, (2,2) 5 || (0,22, C0, 00, B PELRR, 得 
Ja = A3, UIS, a; = 17 Не = V 5/6, 
F, || (0,25, (02,2) 2 / 1/3 1 (0,2), (0,000 + 5/3 І(0,2),(0,0»). 
| (0,2),(0,0),) =v 35} Fa 1 (0,2), (2,2)? - 3% (0,2), (0,001): 
- /^1{30131(0,1),(0,1)у)+2|(2,1),(2,1)) 
-24100,00,(0,0) +2](2,1),(2,1)) *31(00,0, (0,15 1. 
如 用 算 符 对 易 关 系 的 方法 ,有 
E, F, 10,2), (2,2) 224321 (0,2),(2.1)) 
-F,E,8(0,2),Q,2) =v2F, | (0.2),(00, D 242 || (0,2). (2,122, 


算得 同样 结果 . 

соо) А. 在 表示 (0,2) 和 表示 (2,0) 中 ， (0.0) 都 是 二 重 权 , 但 在 乘积 至 
m], (0,0028 5 HEIC, a] їй Е zd do hti ce EE DUC P AERE - Т URS (O0), 它 是 一 维 
RIR, 我 们 在 后 面 再 计算 它 的 状态 的 展开 式 ， 先 计 算 表 示 (0,2) 其 余 状 态 的 展开 
тб. | 


l (0,2), (2, Do = V 16F, Il (0,2) (0,000? 


一 一 一 一 - 一 一 一 = --- 


3 群 沦 习题 精 解 
-/1/21100,0), (2,1) + [(2,10, (0,00) i, 
| (0,2), (4,2)) 2 422) F, | (0.22. (2,10)? = |(2,1),(2,1)), 


Е, | (0,2),(0,00),2 2/5/7611 (2,1) ,0,1))+ 100,1), 2,12) 


一 一 一 一 


= 5{3 || (0,2),(2,2)), 
| (0,2),(2,2)) =v 1{21](2.1).(0,1)) r |(0,1).(2,1)›) 1, 
| (0,2),(0,1)у = 1/2Е, | (0,2), (2,2)) 

= 1/21|(0,0), (0,1)? 4 1(0,1),(0,0),) 1, 
| (0,22, (2,00 5 І1РЕ, | (0,2), (0,15) 

-J/diPilQ,D.(, D» 1(0,0,(.1» |, 
ү (0,2), (0,20 = АРЕ, t (0,2), (2,00 = 100,, (0,15. 
Ж Эр, Жая 

F, | (06,2,00,00,0 = v 1 I| (0,2),(2.2)›. 

F, 1 (0,2),(2,1))= | (0,2),(0,1)>, 

F, 1(0,2), (4,20 2/21 (0,2),(2,0)). 


根据 上 面 计算 , WILD UR O0, 2) AFERAK RRE. 
现存 计算 表示 (2,0) 中 态 的 展开 式 . 由 最 高 权 态 出 发 ， 


ll (2,0), (0,1) =v 1/2 F, 1 (2,0), (2,00) 
= /1/2110,1),(0,0) — (0,0,(0,10) 1, 
l (2,0), (2,2))= /U2F, 1 (Q,0), (0.1 
| -/1P9110,0,Q,1)2 — 12,1), (0,1) 1. 
| (2,0), (2,1)}= F, || (2,0), (0,0? 
-/181,0,(0,0» – 100,0), (2.1)) T, 
1(,0),(0,0, 2 = V I2 F, 1102.0), (2, D) 


>= /ТЗ}|(2,1),(2,1))—1(2,1),(2,1)) |, 


第 九 章 ” 李 群 和 他 代数 E 
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1 (2,00, 2,1) = 1/2 F, || (2,0), (0,0);; 
-./12110,0),(,02 = (2,10, (0,00) 1, 
|02,0), (0,0),) = F, || (2,00, (2,2) - 1| (2,00, (0,00) 
-41/21,00,)0,(00,12 — 00,15, (0,1) H, 
| (2,0),(2,2)) = F, | (2,00, (0.00: ) 
-/121|Q,1,(00.D2 7 00,0, (2,1) TH, 
| (2.0),(0,1)) = ЛР, | (2,0 .(2,2)? 
-/1911(0,0),(0,1)5 — (0,1),(0,0)) i, 
1 (2,00,(,0) = V12F, i (2,0) (0,1) 
= 124 1(2,1),(0,1)} -1 (0,1), (2,1)) `. 
表示 人 0,0) 的 态 的 展开 式 ， 可 用 与 前 面 四 个 权 为 (0,0) 的 态 正 交 的 条 件 得 到 ， 


4324, 群 论 习题 精 解 


rr ar 


现在 我 们 用 升 权 算 符 作用 为 零 的 条 件 来 计算 . 设 
| (0,00,(0,002 741(0,D,(0,102 € 8|(2,D ,062,14)) ғ<1(0,0),(0,0)) 
+4|(2,1),(2,1))+ el(0,D,(0,127. 
用 EE 和 下 ,作用 得 零 的 条 件 得 
E, | (0,0), (0,00 27251(2,D, (0,0) +/2с1(2,1),(0,0)› 


A42 6100,00, (2,1) +424 |(0,0),(2,1)2 50, 
E, | (0,0),(0,009-а!(0,1),(2,0)%51(0,10,2,10) 
+4|(2,1),(0,1)›+е](2,1).(0,1)) -0. 
解 得 a = 一 上 二 c= 一 d=, 归 一 化 语 得 
| (0,03,00,0) 2 /1/51100,0,(00,12 - 12,0, 2, D? 
ғ|(0,0),(0,000- 1(2,1),(2,1)) + 100,1),00,1)) 1. 


可 以 验证 ， 它 与 前 面 四 个 权 为 (0,0) 的 态 是 正 区 的 . 
最 后 ，C: 李 代数 直 乘 表 示 (0,1) x CO, 1) 分 解 的 克 菜 布施 - 姜 登 级 数 和 相应 表 


示 的 维 数 如 下 : 
(0.1) x (0,1) = (0,2) Ф (2,0) © (0,0), 
5х5 = 25 = 14 + 10 + 1, 
нчы зе (0,2 de (0,0) ЕБ Ж F ЖИ АЕ RN, 而 表示 
(2,0) 的 态 是 反对 称 的 . 


12. C, 李 代数 的 素 根 还 可 以 用 ? 维 空间 对 称 分 布 的 (i t])TÀ V Ki): 


It. Ж 1 ` 
> v. = 0, V, V, = > 201) 


r = V. — VY, іи =< (I 1), 


г, = 2%, - 204 /十 上 一 1) Fn 
试 计算 C, 代数 的 基本 主权 w 和 全 部 根 天 量 . 注意 第 6 题 已 给 出 了 Ci 代数 的 
根 用 直角 坐标 系 的 基 矢 量 e 表 出 的 形式 , ПЕ 5/22, £12 t e, VR 
Z M2tCe, — е). 
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解 г, 代数 的 А BE Ж 


' 1 | 1 1 | 
l 2 2 2 2 
1 2 3 3 3 

А = ; 
l 2 3 ¿i-l £ — 1 
l/2 1 3/2 = (1-142 140) 

由 它 可 算得 

= Уу, + S им tarh 
Есе 

і 

= > V, — CFLEFT-1 Vno lsa si l, 
Е-і1 
і-і 
w= Sk nil ғ/2 


am 
| 
— 


Н = 
= >° V, -(Iri-I)JVa--vlt*1VA. 


k=l 


CERAMAH +1), 共有 20 HR, RA 
+ vT le, — е.) = + Xr, =4 (V, — V,), 


+y 1/2te, re) +1 r £23 r, + r, | 


== |у, + V, -(У/1-1- Dv 


* 


=+ 2 v, Led Dv 


13. 计算 G, 李 代数 直 乘 表示 {1,0) x ЕНЕ ЖЕЖ, ЕН 
HERRER, 外 尔 轨 道 长 度 (Os) 和 人 包含 各 主权 重 数列 于 下 ОЖ. 


(6,0) (0,1) (1,0) ú (0,2) (1,1) (0,3) (2.0) 


因此 , жн, 关于 基本 主权 w, ЛЕЗ 
гү = 2w, — 3w, rs =- Wi + Zw. 
在 GG 表示 (1;,0) 中 , 包含 12 个 单 权 和 一 个 二 重 权 (0,0), 其 中 6 个 单 权 与 主权 (1， 
0) 等 价 , 它们 是 | 
а), (1,3), (2,3), 0,39. (1,3), (1,0), 
7 67364505 BUCO DE КТЖ 
(0,1). с, ал, (4,9, (,), (0,1). 


由 此 可 算出 , 在 乘积 空间 (1,0}) (1,009, 各 主权 的 重 数 和 状态 的 乘积 如 下 . TE 
意 状 态 相 乘 的 次 序 可 以 交换 . 
-一 -一 一 一 一 一 一 


主权 LE |- 状态 的 乘积 
(20 m — (0.0) * Q.0) m 
(0,3) | 2 x (1,0) <{1,3) 
(1,0) 2 (1,0) < (0,1) 
(0,2) | 5 | (1,1) XQ,D GO) «C2, 0,3 «(OD 
(1,0) 8 | (1.0) x (0,0), C1,0) «00,0, 
| (1,3) х(2,3],(0,1) (1,1) 
(0.1) | 10 | (0,13 X (0,0, (0.1) х (06,002, 01,0) x CLL), 
| (1.3) x (1,22, 01,1) <(1,2) 
(0,0) | 16 12 Аз ЕЛІН БЕ. 


-RFU ЕАО, Оа. 


ix6-2x6-2-x12t:5x64-8x6-410x6-ocl6x| = 196. 


Ti EE SR (1,0) x (0,0) 2 8 BS SEC ӘН, RT OUO Em 
ІҢ Jg TERR (2,0) (0,32 E Pad, MERRE PODELE, ТУ dE YO 
布施 - 匡 登 级 数 中 有 一 个 表示 介 .3).， 因为 在 表示 人 2,0)7 和 (0,3) 中 (1,1) 孝 是 单 权 ， 
而 在 葬 积 空间 中 (1,1) 是 二 重 权 , 所 以 在 克 菜 布施 - 戈 登 级 数 中 不 包含 表示 (1 ,1). 
因为 在 表示 (2 .0 和 (人 0.3 中 (0,2) 都 是 二 重 弘 .而 在 乘积 空间 中 (0,2) 是 3 ШМ, 
所 以 在 克 莱 布 施 - 世 登 级 数 中 有 一 个 表示 (0,2). 因为 在 表示 (2,0) 和 (0,3) 中 1， 
0) 都 是 3 ЕН, 在 表示 (0,2) 中 (1,0) 是 单 权 , 而 在 乘积 空间 中 {1,0) 是 8 午 权 , Fr 
以 在 克 芋 布施 - 苞 登 级 数 中 有 一 个 表示 (1,0). 因为 在 表示 (2,0), (0,3). (0.2) 利 
(1.00, 权 (0,1) 的 重 数 分 别 是 3, 4, 2 和 1, 而 在 乘积 空间 中 (0,1) 是 10 ER, 
所 以 在 克 莱 布 施 -总 登 级 数 中 不 包含 表示 (0,1). 因为 在 表示 (2,0), (0,53, (0.2) 
和 (11.0) 中, 权 (0.0) 的 重 数 分 别 是 5.5, З 利 2， 而 在 乘积 空间 中 权 (0,0) 是 16 9 
权 ， 所 以 在 克 菜 布施 -总 登 级 数 中 有 一 -个 表示 (0,0). AE, GERBER, 
бух (1.0) 分 解 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 和 相应 表示 的 维 数 如 下 、 


(1,0) x (1.0) = (2,00 Ф (0,3) Ф (0,2) (1,0) @© (0,0), 
l4 x 14 = 196 = 77 + 77 + 27 + 14 + 1. 


14. 计算 F, 李 代数 直 乘 表示 (0,0,0,1) x (0,0,0, 1) ЖЕМ 38 i ЖАЗ, 
Нн жж Ж, ERKEL ODAR Қ ЕЖ PG 


(0.0,1,0) (0,0,0,2) 


- (0,0,0,0) 
(0,0, 0,1) 
(1,0,0,05 
(0,0,1,0) 

(0,0,0,2) 


ч 


8 10 PHCOJBUSHEE 


ш ІЁ 


—< —-O scSQOƏ,UQ;Z&@ 


因此 , ЖӨН +, 关 十 基本 主权 w 的 展开 式 为 


r = AW, Wa, FQ, — Wi + Zw. — 203, 


к= Wa t2w; C му, r,——w,-ct2w,. 
在 FAR (0,0,0, DP, 包含 24 个 等 价 的 单 权 和 -个 二 重 权 40,0,0,0)， 等 
价 的 单 权 是 
(0,0,0,1), (0,0,1,1), (0,1,1,0), (1,1,1,0), 
(1,0.1,0), (1,0,1,1), (1,1,1,1), (1,0,0,1). 
(0,1,1,1). (1,1,0,1), (0,0,1,2), (0,1,2,1). 
(0,0,1,2), (0,1,2,0, (0,1,1,1), (1,1,0,1). 
(1,1,1,1), (1,0,0,1), (1,0,1,1), (1,0,1,0), 
(1,1,1,0), (0,1,1,0). (0,0,1,1), (0,0,0,1). 
由 此 可 算出 , 在 乘积 空间 (0,0.0,1)x(0.0,0,1) 中 , ЖЕКЕ ИК ЛЕН 


如 下 . 注意 状态 相 乘 的 次 序 可 以 交换 . 


— — —  — — ——c n x 
主权 ger i ДЕБ ЛЕВ! 
(000.2 0 1 | (0,0,0,1) х 0,0,0,1} 
(0,0, 1,0) 2 | (0,0,0,1) X (0,0,1,1) 
(1,0,0,0) 6 |  (0,0.0,1) х (1,0,0,D, (0,0,1,1) x(1,0.1.1), 
x (0,1,1,0) X (0,1, 1,0) 


(0,0.0.1) X (0,0,0,0),.(0,0,0,1) х(0,0,0,09:. 
(0,0,1, 1? « (0,0,1,27, (0,1,1,0) х(0,1,1,19. 
(1,1,1,0) x{1,1.1,1),(1,0,1,0} <(1,0,1,1) 

(0,0.0,0) 28 | 24 个 单 权 都 正午 成 对 出 现 ， 
| — 8885 (0,0) 7 ЕШ (0,0). 


(0,0,0,1) 12 


状态 总 数 是 


1Х24-Ь52хХ96-56х24-12х24-28хі- 676. 


ИЗЕН (0,0,0,1) х (0,0.0, ОРВИ ВОЗЕТЕ АН. 有 一 个 
(0.0.0.2) 2%. 因为 在 表示 (0,0.0,2) 中 (0,0,1,0) 是 单 权 ,而 在 乘积 实则 中 人 9， 
0 1 们 是 二 重 权 ， 所 以 在 克 菜 布施 -总 登 级 数 中 有 一 个 表示 (0,0.1,0). 因为 在 去 
示 (0.0.0.2) 和 (0,0,1,0) 中 权 (1,0,0,0) 的 重 数 分别 是 3 和 2, 而 在 乘积 空间 中 
(1.0.0,0) 是 6 重 权 , ВИЕ ЗЕЕ Йа. ERRA -TRR 0,0,0). 因为 在 
表示 {0,0,0,2}， (0,0,1.0) 和 和 {1,0,0,0) 中 权 (0,0,0.1) 的 重 数 分 别 研 5, 3 和 1， 
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— ы...--------н.....---. 
—  — 


MERRE {н] (0,0 ,0,1) 5 12 A. ПТ ДЕ зт Жн B ЖОН — T лт 
(0,0,0,1). 375 (0,0,0,2), (0,0,1,0}, (1,0,0,0)Я/(0,0,0,108Ж 
(0,0.0;0) 的 重 数 分 别 是 12, 9, 4 W2, DERRE DH (0,0,0,0) 28 ЕТМ. PH 
以 在 克 革 布施 - 戈 登 级 数 中 有 一 个 表示 (0,0,0.0). 因此 , FLTETCECE 38 ЖОК 
(0D,0,0,1) x (0,0,0,1) 分 解 的 克 某 布施 - 蕊 登 级 数 和 由 应 表示 的 维 数 如 下 : 


(0,0,0,1) x (0,0,0,1) = (0.0,0,2) B (0,0,1,0) CO (1,0,0,0) 
(3 (0,0,0.1) CD (0,0,0,0), 
26 x 26 = 676 = 324 + 273 + 52 + 26 +1. 


=. D ЖЕСІН fi ЭТЕ ИЛ ПАДЕК AS, 
k иф, fix BOUT КЕЕ ЛОЙ NERKA, 变量 采用 球 从 
і 8p. 
L^Y,(C0, o) = (+ DY (0.9), L iY  (8,@) = m Y (80, e). 


{нж oi I tB лан e deu, 它 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， тива Hi El 
fa ^E: 


р(х) ЛҮ (дур, к ota t z, 
V? (x) = 0, 
L ai (х) = (E D Cx), — LU (x) = m Cx). (9.22) 


由 于 空间 各 向 同性 , 道 常 只 需要 写 出 位 量子 数 最 大 (wi = 门 的 球 谐 多 项 式 就 够 了 ， 
少数 情况 需 写 出 磁 量 子 数 次 大 (7m = ! 一 1) 的 球 谐 多 项 式 ， 略 去 归 一 化 系数 , 它们 
是 


Ax) —— (гі — ir, ), NC (x) UM 0 246 - із), "т. (9,23) 


x DHE р(0р- 1)/2 + fü sJ Ww 


| д 2 | 
Las — 11-4 dr, D, du. | , 


(9.24) 


它们 也 是 ОСО) АЛЫ, пря ЙГЕ ЖЕ. 当 emn -1 E. of 
D-2n #0 = 29 +1, ПЛАЗ ЕНІН А.Э E 


59” I grito) НИШ 


=< 


Н, 一 азулы v ЕТТЕН ^ 
EF | 
“> 775 (Loyan 一 ЕРЕТІН 
ЕЕ Шуны ЕЕ La. Danis 
p = lI vil 
о m Mit 2-1) 11. со угро) 


+ ТИСТИ 一 ro so， (9, 25а) 
M у= н HF. ЯА SOQ n + 1)36 8 


H, = 21.0, BK SEE 


7, 
E, — Lion tn lan 3 
F, Б Lnyanrl) + ол раат) э (9. 25b) 


而 对 SO(22 RA 


H, — Газа 11524-2) + Lipa , 


1 


Е. — zí MIS 2 Y25-1] — iL [254— 12 2 


1 ӘТЕР 117251 + Ls nian)» 


1 . 
F, — 2 CL zia IE * la, 2an 1) 
i TP 23-2) 2n! + БЕЕРЕСТЕГІ ). (9. 25c) 
H РАК, ІНЕ ЖЕНЕ DUREE m — (ma on т): 
H, | m; = әт | m», 1% H = A. (9. 26) 
H. | M) = М,. М), E, | M; = 0. (9.27) 


пане LT X, ЈА ИЭР, 它 在 最 高 权 表 和 下 M 中 
ftra E fa C, (М) М 


С.м) = M CM + 2p) = 2) M,d,CA „ОМ, +2), (9.28) 


М,Н [ 
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其 中 p EK ER w ZA, A ЕМЕ? d, 尾 素 根 r, 长 度 平方 之 

5 —J B, ОСО) ЛАГ е REFERS ТА А.А, 2, А, ЕСЕН 
无 迹 张 量 表示 , 杨 图 指标 А ААА М, ДНИ Ж, 24 15v Sn -2 时 , 对 
(2н DEEA SOQO n ) 群 是 相同 的 ， 


М, =à àa. 1 -2， (9.292) 
Bc WT EE X. SOQn +1 ЕП 
М, = А-А, М, = 2А,, (9.296) 
对 SOQ.a )8E H АЖЕН 
M.A = А-А, M, Ani HAns (9.29c) 
对 SO(2n MEI АНН 
М. = А1 + A, M, = А, А,» (9.294) 
k 对 N 粒子 系统 , 设 各 粒子 的 质量 和 坐标 矢量 分 别 为 m fr, ЕЕЕ 


为 
Li : 
一 эт ViP sU. FS) 一 (E 7 М) (ғ). 
Ё 


ЕЗУ ЕН Jy а арр ИК. SAER] EE (Jacobi) 坐标 . 
在 质心 坐标 系 中 可 把 质心 平 动 与 系统 内 部 运动 完全 分 离开 来 ， 


1 e 
Е. = M > m,r,, 
k] 


KR = Ср Ir — м. Y PME. , 
| MM, i "E | 


` 


Кн M. = S un, FILM = M, ЖЖ 质量 . 通过 变量 替换 ， 薛 定 哪 方程 可 分 离 
ла; 
(руг) = Ф(К,) (R i, U Ria). 


і-з 


Ау V RØR) = Е.Ф), 


ч-і 


2 Ë -5 
yy Ry Rea) = (Е- Eso VG(R Ra |). 


2M 24 


-一 


——— 一 -一 
一 一 =- -一 |) -——————— — ”一 


为 了 把 系统 整体 转动 己 系 统 内 部 运动 分 钢 开 来 , 证 要 找到 完备 的 独立 角 动 其 林 征 
РА, 首先 , 在 DHE, ЛЕН АМЕ ЕНГ, 和 动量 量子 数 由 SODA 
的 不 可 约 表 示 及 其 行 数 来 标记 . 不 可 约 表示 用 杨 图 [1 ] 或 最 高 权 M 描写 ， 而 行 数 
则 用 权 m 描写 , 重 权 情况 还 需 标 上 序 指标 . 其 次 ， 由 于 空间 省 问 同 性 ， 只 需 研 究 
最 高 权 态 ， 革 他 权 态 可 用 降 权 算 符 作用 得 到 SE Sr PT E PT FR sh B GE eR А 
为 彤 ,系统 中 任意 角 动 量 本 征 衣 数 避 按 这 组 范 数 基 展 开 


ша Уф ж, (9.30) 
其 中 à RA Xe, TETUR 于 内 部 变量 ， 内 部 变量 应 在 转动 中 保持 不 


Ak. 这 里 所 谓 “ 独 立 " 的 角 动 量 本 征 函 数 基 指 它们 中 的 每 一 个 都 不 能 表 为 其 他 基 鸣 
组 合 , 组 合 系数 只 是 内 部 变量 的 函数 . 通常 用 球 谐 多 项 式 袁 出 这 组 基 比 较 方 使 


15. 证 阴 公 式 (9.281， 并 分 别 计算 总 角 动 量 平 方 算 符 L^ 在 SOn ЕЖ SO An 
+ 1) 群 最 高 权 表 示 M 中 的 本 征 值 . 

能 ” 先 证 明基 本 主权 之 和 等于 下 根 和 之 尘 , 设 p 为 基本 主权 w, 之 和 ， H (9.1122 

得 


Гіріғ,) = 1. 
对 给 定 的 м, 把 王 单独 考虑 ， 其 他 正 根 都 分 属于 恨 链 
B, = @ tr, 一 qtu р. 


对 根 链 中 每 个 根 B. 
гай) = у p), ГОМ) = (q p) (2t. 
对 + 求 和 得 


2M pDip-q*Dt(-qtpliprtatli-. 
而 Ptr Ir. )=2. 因此 , GEAR CRI УЖА DCVI T) -2. BER ХРО p 都 成 
M. улар 

idc FI w- Fr RC - 阶 开 西 米尔 算 T. Шал. 
= уун? => (EE , t E,E,), 


前 项 年 用 在 最 高 权 态 上 得 ММ, 后 项 作用 时 | 注意 升 权 算 符 作 用 在 最 高 权 态 上 
Ж. 


E 


HAE ЕРЕК 0x 


 — —— =  — — p rg [ -F 


> EE 1 Му = bia: HIM:= V- MIM;. 
a€ M aC M 
因此 (9.28) 式 得 证 . 
ABT S fs F Jy t 上 的 本 征 值 C; MO, ЗРЯ АА ЕЕК В 
BE. 对 SO(2n + DRED -2n t DA 


| | Po d ce l 1/2 | 
I 2 2 2 | 
| Il 2 3 `` 3 3/2 
АС" = 


| 
Е 2 3 o n=l (n-D/i2 
1 2 3 oeo n-i ый 
PREY d =10, 其 他 d, =1 由 (9.29) 式 , 最 高 权 的 分 量 M, T PASE T 
LEO PE 
М = y Mw, = (д A) Ww, %24,м,. 
由 (9.28) 式 算得 
C (M) =(А,—А,) A+ 2n. 1] 

(S7 АЛА + А + 4n - A] 6n 

(À А AA ЖАА А, T2n p 7 ult 

+(А А, ХА + Ag tmm А t 2n(n = D 7 tn- 1) j 

КАА, КА; К+ À, t n°] 

-Afir -21+ АГА T D 一 站 | + 
+ [LA D = Že] + 


r A + 0 209 - ОТТА А + D — 2n] 


=YlA LA, + D - 24]. (9.31) 
Еті 


XI SOC(2n ) 00 = 27 VH 


34+ | BUCH 


2 2 2 2 1 1 ` 

2 4 4 4 2 2 x 

2 4 6 6 3 3 | 
at=} |, 

2 4 6 ' 2n-2) n 一 了 n-2 

I 2 3 . mn-2 nj2 (9-2) 2 

1 2 3 = n-2 (xn-2)2 ар 


素 根 长 度 为 d, =1. 对 п 行 的 杨 图 , 表示 义 分 解 为 白 对 偶 和 上 反 自 对 偶 表 示 , 它们 
的 二 阶 开 西 米尔 C,(M) 是 一 样 的 ,下 面 以 自 对 偶 表 未 为 例 来 计算 . 对 少 于 x RS 
ЯШ, M,- =M, =å ,下面 的 计算 也 适用 . 
M = S M,v, = SI - uw, + СА + AW, 
由 (9.28) 式 算得 B i 
C (M) = (À, 一 А, 1А, + 2n - 2] 
+O = A [A + А; +4п — 6] + 
+ (An AQUA, ЖАЖА, +2я e рб + D]s- 
(us А, [Ar AS + + Asa + (n — 2208 + 02] 
t GOL SA DDA, + А; ж t Ana тА t (n — 1] 
(22 AOA ЖА) А t À, + (n — Юл] 
=A [a +D-2]+A[A O D-4]t c 
T-ÀÍ[A,*D-2u]) ton 
+ АА, + 20п — 2) + 


+A [A + D-—2(n -1)] + À, 


= э АГА, + D -2u]. 
-1 


I3 (9.31)3&.. 可 见 C;(M) 的 公式 对 SOn + 1) 群 和 SO(2n ) 群 是 统一 的 ， 


SIE ” 李 群 和 李 民 数 - 335. 
16. Æ D 维 空 间 计算 各 同 问 性 的 二 体系 统 的 角 动 量 本 征明 数 基 , JP dc ТЕЕ 
ES E. 
解 ” 在 把 质心 平 动 分 离 出 去 后 , 二 体系 统 匡 有 一 个 雅 可 比 坐 标 和 天 量 , 记 作 К, = 
x ,由 它 档 成 的 在 转动 中 保持 不 变 的 独立 变量 只 有 г = хох, 它 就 是 惟一 的 内 部 
ЗЕ. AIRE x 无 法 构成 反对 称 张 其 , 因而 角 动 量 本 征明 数 只 能 对 应 一 行 杨 图 
的 表示 , ИРЕ А], 用 第 和 八 章 的 方法 算得 维 数 为 


аьа) = + tA -—»t (9.32) 


另 一 方面 , 显然 x 分 其 的 齐 次 多 项 式 构 成 的 线性 空间 在 转动 变换 中 保持 个 
ЛЕ. 讨论 ! 次 齐 次 多 项 式 , 它们 构成 的 空间 维 数 为 


МО) = tB-  (qep-1) 
| | Г) — 1 ] [CD — 1)! 


Ей АЕ GE) AS, 应 该 排除 形 为 Ох) АУК, 其 中 fO 
- 2) 次 齐 次 多 项 式 , 因为 r^ [ГА ЖЭ ЖЕШ eR Ж. 这样 余 下 的 空间 维 数 


м) — а-а бру s Do 00+ D- 2) - 14 —1)] 


= ар 1). 
正好 对 应 表示 ! 11]. ЕН ЖЕТЕ Q'(x), ЕМДЕ 
HQ(x) = iQ (x), H@Q (x) = E,Q (x) = 0, 
2<ь= 8, 1 €: p mo", 
L'Qtx) = Cc GHUDQ i) = (G+ D - 2)Q (x). 
Hir D=2n &D=2n +1. 由 (9.25) 式 不 难 验算 下 面 函 数 满 足 条 件 : 
Ох) = Gr, tiri). 
uj 一 化 系数 是 不 重要 的 . RHE., Q' (x ad m pei hr WU E: 
У40 (x) = 0. 


TRARA, RUDBUS UI ЕГИ ЫЛ TE. CS ESE fü Sh BASES RR 
E. {иша y (x ) 都 可 按 此 本 征 函 数 基 展开 
JG) = #%(r)Q'(x). 


` 536. НИН | аыр. 
ЖАЛЕЛ, 得 
Vig(x)2 Q lx) Vpr) + 2(М,#(г)) - V, Q' (x) 


27 dé( r) 


— T | 1-І а В-1 d 
- 0 (х) an до) tL. 


=- FE- E, - V)6G)Q GO. 
消去 Q'(x) 就 是 径 向 方程. 
现存 举世 个 例子 米 说 明 ,如 何 计 算 表 示 中 对 应 于 其 他 权 的 球 谐 多 项 式 . 讨论 
SO(5) 群 的 表示 [2,0] 和 SO(6) 群 的 表示 [2,0,0]， 先 用 前 面 方法 画 出 方块 权 图 ， 
这 里 只 解释 与 重 权 有 关 的 表示 矩阵 元 的 计算 . 


1) SO(S) SER (2.0) 2) SO(6) я (2,0,0) 


对 SO(5) 群 的 表示 [2,0], 出 现 二 重 权 (0,0). 按照 м 子 代数 的 多 重 态 来 定义 
这 两 个 态 ， —^ B 8510.0. 一 个 是 单 态 | (0,0), >, MIZE 


F,j12,2 =/2\(0,0),), F| (0.0) > = v2 12,2), 


PAE PRAMENE (0337 ， 


F, 11,2) 261a, | (0,0), ) + a; 1 (0,021. 
利用 生成 元 的 对 易 关 系 来 确定 组 合 系数 ， 
E,F,i1,2) 2243a,12,2) 
—-F,E,l1,2; = F,11,05 -У212,2). 
gua = 1/6, a= 1- 1/6 = 5/6. 注意 作为 生成 元 的 矩阵 元 , B rd yo EE 
系数 /6， 再 设 
Е,11,23-уб15,! (0,0), 551(0,09,/1. 
得 
Е.Е,10,0),) 266,5,1(00,0),) * 65,7 1(0,02;) 
=(2H,+ F,E,)|(0.0)x) =/5|(0,0),2 %51(0.0),). 


EE b =v 565a, 5, = l/6- a. 

ӨН SU CABE, 但 邓 金 图 指标 的 排列 次 序 不 同 , 对 SOCOORE 
的 表示 [2,0,01, 出 现 二 重 权 (0,0,0). 按照 子 代 数 的 多 重 态 米 定义 这 两 个 态 ， 
个 属 三 重 态 |{0,0,0),》, 另 一 个 是 单 态 1(0.0,0)2》, WA 


F,|2,1,D 242 (0,0,0),). F,1(0,0,05,2 2/212, L, 17, 
F,11,2,00 24216,1(0,0,0), 2€ е:1(0,0.0%)7. 
F,11,0,2) 2/214,1(0,0,0),2 + d21(0,0,00,71. 
利用 生成 元 的 对 易 关 系 来 确定 组 合 系数 ， 
E,F,11,2,0 -2с112,1,1) 
-FE,E,11,2,00 = F,11,1.12 5 2, 1, D. 
gc = 1/2, e-1- VA- V 3/4. 同样 计算 可 得 /24, 12.424, = 3/2. 
BE 
Е,11,5,09-У21е,1(0,0,00,) + е,|(0,0,0),)}, 


E,11,0,2)? 7421 f,1(0,0,057 | f£, (0,0,0).2 1. 


+ 338 + 群 论 习题 精 解 


一 -一 一 


一 -- 


E;F;,|(0,0,0),? -<261е:1(0,0,0),) € 2621 (0,0,0),) 

= (29, + Е,Е,)100,0,0),) =v 3/4| (0,0,0),) = (3/201 (0,0,00;) , 
Е,Е,100,0,0),) 2 2f, #1(0,0,0),) +27 100,0,0),) 

= (2H, +Е,Е,)100,0,0),) =v 3/41 (0,0,0), ) = (3/2) |(0,0,0);). 


H e-f,-3A4,e-f,-71-3/4-1/2. 

ЭЛЕ ЖЫН Ж ЕМ ЖЫН Ж ЛА. 对 每 一 个 不 可 约 表示 ,计算 得 的 球 
谐 雪 项 式 可 以 乘 -一 个 公 业 的 归 一 化 因子 . 为 书写 简单 ， 引 入 简化 符号 ;: Xi 
tir, .由 (9.25) 式 直接 计算 得 , 2$ D-2n +1 В, 


t2&-I 


М ығ __ 
[^ A one Муұус-ың< л, 


EX, = 4-21. Миу-исп, 
А H pn, 
КЕ 当 v = 六 所 并， 
FA nen = 
0, Шузен, 
|9. "Чон < n, 
Кз | "n 
Щщ Dp-2nHt, 
- Хуа», Шусияп, 
К, = x ЕРЕН 
0, 其 他 情 帝 
JX i = # < n, 
e gs 其 他 情况 
先 算 SO(5) 群 表示 [2,0]. 
12,0) = X5, 


|0,2y= 1{2Ё\у12,0)=/ I2F X= 2X, Xi 


PIE =т= 000 - 339 - 


ты 
“------------11.....-------. 


12,4) -/12F,]0,22— -F X. X., X}, 
|1,09 2 /1/2F,10,2 5 ~ F, X Xn =2X. zs, 
12.2» = /1/2F,11,0) IF X r, WIX, Xa, 
|(0,0),) =v Е, 12,2) =E X, X. X. X. Xà4X ;, 
|2,2) = /12F,1(0,0) =v IF IX, X Х.Х. 
= 2X..X.,, 
|1,2y = (1/2)Е, 12,4) = (422 F4 X5, = -2Х,2%, 
(0,0), -ч/ТІ5ІБ, 1,22 = (0,0), 
-z/1/5|-2F,X,.,.— Х.Х | +X.,X | 
=/ 51 - X. X. 7 X.,X 4 *Axil, 
|1,2) =v 1I5F,|(0,0).2 
= (115) Е, -Xa X a XX-a t45] 2r; X 2, 
|2,45 2 O/2 E,11,2 = F;x;X 57 X5. 
(1,0) = /125,12,2) =- FX 4X 4 72x4X 5, 
|0,2) =v I2 F,IL,0 =/2К,х,Х.ү=/2Х-,Х-,, 
3.0 =V TZF, (0,5) = FX 4X a9 X, 


中 间 还 有 许多 关系 可 殿 检 验 用 , 这 里 只 举 一 个 例子 来 说 明 : 
11,2) =F,|(0,0)) =ЁЕ,}Х,,Х.,-Х.,Х-—›}=25Х-,. 


ЕЖ 9006) REX (2,0,0). 
|2,0,00 = X24, 
01,1) 2/12 F,12,0,0 = УРЕ, ХА = 2X aX, 
|5 2,2) AG F,10,15, 2 - FAX X. Xon 


|1,1,10 = F,10,1. --Ұ2БЕ,Х,,Х.-42Х.1Х.з. 


-— 一 一 一 一 一 一 - - аа 一 一 - -= ------ — - -—— — yaa 


- MO > 群 论 习题 精 解 
ІЛУ -Е, 0,1,1 --«ЗЭЕ,Х,,Х..-У2Х,,Х.., 
1,0,2) -/1/2Е,|2,2,2) = V M2F.X5 = -42X Xi, 


0,2,2% — ww 112Е,|1,0.2) - -Е,Х,,Х,,-Х4,. 


l 
1 


1,2,0) =, 102; .2,2.2) = / 12 FX% = -/2X 1X a, 

|0,2.22 —/ II2F,11,2.0 = — F, X, , X. = ХА, 

I2.1.D = F,IL,1,D =/2F,X..X 4 7/2X4 X... 

100,0,0),) =v TRF 12,1.1) = ЕХ. X. = Xia Xa Х.Х, 

I2.1,D =Z IF 1(0,0,0),) =v H2F IX. ХХХ 
--у2Х,,Х.1, 

(0,0.00,9 2/2/31 E,11,2,0) -v 1/21(0,0,0)? 


= у 13i -2F,X X а-ХахазхыХ.. 


IX Xa XoXo Xa AX ||, 


1,2,0) -,1/2Е.10,2,2) =F X 52X Xas 


JTF, 1,2,0) = FiXa ,= X, 


" 
NI 
Tol 
Mo 
|| 


H.0,2 = 12 Е.10,2,2) = 12Р, X° ,—42X 4X a, 
1,1,1} = F,'1,2,0 =-/2F X. X. =/2X. X-is 
|I. 1.15 =F,12,1.1) = -SIF K. X. = /2X aX 
011) = D F, |2,2,2 = / YF X =/2X 1X. 


> 0,0) = 12, 10,1, = ЕХ ХХ. 


17. dk D Hs eni ERR Ie] 回 福 的 三 体系 统 的 钊 动量 本 征 函 数 基 , 并 由 此 简化 本 


Ede. о I 
M 在 把 质心 平 动 分 离 出 去 后 ， 二 体系 统 有 两 个 雅 可 比 坐标 矢量 , 记 作 RI = x Ж! 
‚ = у, 因而 内 部 和 改 量 有 三 个 ,$1 хех, £,-y:y ME Sty, f& zh bd GE eR AX 


жәе Фан T 


只 能 对 应 一 行 或 两 行 的 杨 图 表示 , 记 作 [1 LaL]. 用 第 八 章 的 方法 算得 表示 的 维 
SUM 


du, a, (SO(D)) = (D +24, - 20D +A, À; - BD + 23; — 4) 


(р РА = 4)1(D + A; — 5)! 


xA, À> + l) (A + Dt'a,t(p-2) (D — 4)! 


(9.33) 


Желк ГА, ] 的 最 高 极为 M = (À А, 2. Ü, т, 0), SERERE ҒЫНА 
由 两 个 球 谐 多 项 起 X4 (хун ОР (y 38 EYE ЖАП ЛЕ АЖ SEIL, 127 
ae" (xe, y), 它 应 满足 


НЗ y) = (À; 一 ADU x. yl. 
H, 517 (x , y) = Àj DIE (х,у), 
H, (х,у) = E, (cy) = 0, 
3= v = n, І< и n, 

fa (у y) = С, (ГА, А) (x,y) 


= ГА (А+ D 72) + A (A + D 0] 2" (х,у), 


(0.34) 
rh D=2a 2ED =2n +1. 由 (9.25) 式 不 难 验 算 下 面 函 数 满足 条 件 (9. 34): 
к Xu у? ua А, 
Qu (х,у) = (q TA ШЕТЕН - тео ХҮ.) , (9. 35а) 


其 中 д.9 Ау. Х-, 一 Fip- | 1272, JI Y ., = уз, - pt aya 这 里 轨 一 化 系数 是 不 
重要 的 ， M р= 3], X =з Y. — Уз» ШАА, 1 能 等 于 0 或 1 `` D = 4 和 
дъ O EE, Eo LA. A 42 НИЕ ЖІ ннат J ЕС, fg en DU rm УУ 


rt 一 由- һа { 
XU Y 


А Aa а-ы  — X. Y, __ X. Y. j^: 
Q; (х,у) PESCE IN i 2 2 1 


(9.35b) 


g А 
х үчү CX. Y. _ X, Y), 


QU (x, y) 一 一 Са ш ANA Ей та! 
Оху Р x Жу ЖЕТЕ Lg А, + А; q 次 齐 次 多 项 式 ， 而 且 还 满 

pd D. 
Уг (х,у) = у(х, у) = V, + V Q^ (х,у) = Ü. (9.36; 


— r< —rm—Ü 
一 -一 一 


由 于 转动 不 变性 , HAPUS BEI EZ; RE. 我 们 要 证 明 它 们 构成 角 动 量 本 
AE PRÉ HU SE RAE, 任意 角 动 量 为 [4， A: ] ЖАҒА gu: Сх, y ARa F R AS 0E BR 
数 基 展开 


Фа (х,у) = D pleh ED Qu (Ox. y). (9.37) 


证 明 关于 x 和 ? 分量 的 齐 次 多 项 式 构成 的 线性 空间 在 转动 变换 中 保持 不 变 . 讨 
еі 次 齐 次 多 项 式 , 它们 构成 的 空间 维 数 为 


PNE (4 2D - 1) 


MyG) = .Uut2zD-15 
š 25) -] 02р — 1)! 


件 为 独立 的 角 动 量 本 征 函 数 基 , 需 排除 形 为 A(x,y) 的 多 项 式 , 其 中 Р(х,у) 
(1 -2) 次 齐 次 多 项 式 , 因为 可 以 合并 到 广义 径 向 函数 中 去 . 如 果 从 M, (1) pun 
去 3M (1 一 2), 则 对 包含 因子 的 多 项 式 排除 了 两 次 , ЖАРЕ 3Mo lt 4), yj 
对 包含 因子 E 6,& 的 多 项 式 又 没有 得 到 排除 . 最 后 ,排除 了 形 为 6f Oc у) 8127 
式 后 , 线性 无 美的 ! 次 齐 次 多 项 式 的 数目 应 沪 为 


Ку = Mp) 3M (1 - 2) + 3My(L-4) 7 My(1— 6) 


-ausD-300s2D-60:3 (0 -20D - 91520 670. 
这 公 趟 成 立 的 条 件 是 5 +2DP – 7220, 惟一 的 例外 是 站 =3 817 = 0, 此 时 к,(0)- 
1 .我们 需要 证 明 的 是 , БШ Qi Y x,y RIU S ZA + 1) 个 RAKE, YE 
同 用 降 权 算 符 作用 得 到 的 其 他 权 状 态 ， 总 数 刚好 等 于 Ко), 也 就 是 说 ,下 面 式 
TRZ 
1431 


$i -2A + dr әл (SOCD)) = Kpli), 


Ат 2% 


其 中 [42] 是 不 太 于 U2 的 最 太 整 数 ， x BIA GRE IS SX, 但 很 容易 用 
Mathematica 来 验证 其 正确 性 . uk». 
jg (0. 3) A [K A BB 77 


VAx, y) =- {Е - E, — V(&E E fu Ox y). 


V = 572 + Vv; 
等 式 左 面 的 计算 分 三 部 分 ， 一 是 拉 普 拉 斯 算 符 对 $22 (6,6; £,) 的 作用 , 这 可 直接 


BALA FRERE | ` 343 + 
用 变量 蔡 换 的 方法 计算 , 结果 是 
VÀ4us(5,6,£5) = 146,9: c 46,92 +2 (2, + Ə, ) 
+ (& + &,)4 +46 (9 + 9,09, 192 CE EzE), (9.38) 


其 中 as 表 3138. 二 是 拉 普 拉 斯 算 符 对 Qu^ Gc y) MERI, 已 经 知道 它 为 零 .二 是 
混合 作用 : 

2109, Әу)? + (2, Фуу! 9, Q (х,у) 

219, Фу )2у - (9, A Daxi VQ (х,у). 


由 (9.35) 式 可 得 


1 


qQ ^^ 
уу, Ол = (a, 233; ФОА, 


x: VQ“ 


y. V. Q = (À ( — q 000), 

x. V Q = (а-а, tiO. 
BIS EI" мана Ф122 (6 E E ЕДА ВОГ X tell res: 
ула Aq 9, $^ + AQ, +A Ф) д, 6 


+ 2(А, — q) 9, at +209 А) 9, PUT 


НУ Уа di (9. 38) 5B. 
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